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Resume 


Dans cette these sent montres des developpements de 1’approximation de ia phase aieatoire 
(RPA) dans ie contexte de theories a separation de portee. On presente des travaux sur ie forma- 
iisme de ia RPA en generai, et en particuiier sur ie formaiisme "matrice dieiectrique" qui est expiore 
de maniere systematique. On montre un resume d’un travaii sur ies equations RPA dans ie contexte 
d’orbitaies iocaiisees, notamment des deveioppements des orbitaies virtueiies iocaiisees que sont 
ies « orbitaies osciiiantes projetees » (POO). Un programme a ete ecrit pour caicuier des fonctions 
teiies que ie trou de d’echange, ia fonction de reponse, etc.. . sur des griiies de i’espace reei (griiies 
paraiieiepipediques ou de type "DFT"). On montre certaines de ces visuaiisations. Dans i’espace 
reei, on expose une adaptation de i’approximation du denominateur effectif (BED), deveioppee ori- 
gineiiement dans i’espace reciproque en physique du soiide. Egaiement, ies gradients anaiytiques 
des energies de correiation RPA dans ie contexte de ia separation de portee sont derives. Le forma¬ 
iisme deveioppe ici a i’aide d’un iagrangien permet une derivation tout-en-un des termes courte- et 
iongue-portee qui emergent dans ies expression du gradient, et qui montrent un paraiieie interessant. 
Des appiications sont montrees, teiies que des optimisations de geometries aux niveaux RSH-dRPA- 
I et RSH-SOSEX d’un ensembie de i6 petites moiecuies, ou encore ie caicui et ia visuaiisation des 
densites correiees au niveau RSH-dRPA-I. 

Mots-cles: 

energie de correiation; interaction de Van der Waais ; force de dispersion de London; theorie de 
ia fonctionneiie de ia densite; DFT; separation de portee; RSFi; approximation de ia phase aiea¬ 
toire ; RPA; connexion adiabatique; matrice dieiectrique; formuie de piasmon; equation de Riccati; 
orbitaie osciiiante projetee; POO; deveioppement muitipoiaire; griiie de i’espace reei; denomina¬ 
teur effectif; BED; regies de somme; gradient anaiytique; Lagrangien; coupled-perturbed ; densite 
correiee; optimisation de geometrie 





Abstract 


In this thesis are shown deveiopments in the random phase approximation (RPA) in the context 
of range-separated theories. We present advances in the formaiism of the RPA in generai, and par- 
ticuiariy in the "dieiectric matrix" formuiation of RPA, which is expiored in detaiis. We show a 
summary of a work on the RPA equations with iocaiised orbitais, especiaiiy deveiopments of the 
virtuai iocaiized orbitais that are the « projected osciiiatory orbitais » (POO). A program has been 
written to caicuiate functions such as the exchange hoie, the response function,etc... on reai space 
grid (paraiieiepipedic or of the "DFT" type); some of those visuaiisations are shown here. In the real 
space, we offer an adaptation of the eifective energy denominator approximation (BED), originaiiy 
deveiopped in the reciprocai space in soiid physics. The anaiyticai gradients of the RPA correiation 
energies in the context of range separation has been derived. The formaiism deveiopped here with 
a iagrangian aiiows an aii-in-one derivation of the short- and iong-range terms that emerge in the 
expressions of the gradient. These terms show interesting paraiieis. Geometry optimisations at the 
RSH-dRPA-I and RSH-SOSEX ieveis on a set of 16 moiecuies are shown, as weii as caicuiations 
and visuaiisations of correiated densities at the RSH-dRPA-I level. 

Keywords: 

correlation energy; Van der Waals interaction; London dispersion force; density functional 
theory; DFT; range separation; RSH; random phase approximation; RPA; adiabatic connection; 
dielectrique matrix; plasmon formula; Riccati equation; projected oscillatory orbital; POO; mul¬ 
tipolar expansion; real space grid; effective energy denominator; BED; sum-rules; analytical gra¬ 
dient ; Lagrangian; coupled-perturbed; correlated densities; geometry optimisation 
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Table des notations 


Les notations suivantes sont utilisees dans le manuscrit: 



X^(A,C) 


{f\8) 

X'’ 

kj 

A± B 


A cc B 


designe une suite des elements Xj: X^, X^+i ,...,Xi, 

de la meme maniere, designe : dXadXa+i ... dXb 

est I’espace de Hilbert des fonctions de A dans C de carre integrable. 

produit scalaire de I’espace X^(A, C): / f*g 

Ja 

designe plus librement un espace de Hilbert genere par la base b 
produit de Kronecker (egal a 1 si / = 7 , a 0 sinon) 

indique un changement de notation ou une definition 

est utilise pour eviter les constantes (de normalisation par exemple) 
lorsqu’elles ne sont pas indispensables 


On utilisera le systeme d" unites atomiques. 

Autant que possible, li/r,) et \(pi) designeront respectivement des spin-orbitales et des orbitales spa- 
tiales; |T) representera des fonctions d’onde a A-electrons et |< 1 >) des fonctions d’onde a A-electrons 
mono-determinantales; i, j, k,... designeront des orbitales moleculaires occupees, a,b,c,... des or¬ 
bitales virtuelles, p,q,r,... des orbitales quelconques, et a,p,... des orbitales atomiques. 


On utilise la notation physique : {pq\rs) = 


^p(Xl)0r(Xl)H’(Xi,X2)<^J(X2)0s(X2). 


On utilise de maniere extensive la convention de Einstein, ou les indices non repetes sont impli- 
citement sommes. 





Introduction 


Le vaste domaine de recherche appele « chimie theorique » recouvre tout ce qui vise a etablir 
des theories fondamentales pour expliquer ou predire les comportements qui entourent les molecules 
ou, plus generalement, les edifices moleculaires. En particulier la « chimie quantique » est une ap¬ 
plication de la mecanique quantique aux molecules, c’est-a-dire regroupe les travaux qui cherchent a 
etudier les proprietes des molecules a I’aide de theories et d’approximations directement derivees de 
I’equation de Schrodinger. Dans I’ere moderne, les progres numeriques lies aux puissances de calcul 
disponibles ont etendu rutilisation du calcul quantique bien au-dela des laboratoires de theoriciens. 
Cette democratisation de I’acces au calcul va de paire avec un effort sans cesse renouvele pour ame- 
liorer la comprehension de la physique des systemes - et ainsi la precision des calculs. La quantile 
de domaine ou il n’est pas possible de faire des calculs a la precision chimique s’est done largement 
amenuisee, mais certains points precis restent problematiques. Parmi ces domaines problematiques 
on pent encore compter la description des interactions faibles a longue-portee, dont on parlera plus 
loin. 

Toutes les theories qui ont ete mises en place en chimie quantique ont comme point de depart 
une approximation du probleme complique de la gestion de I’interaction Coulombienne instanta- 
nee entre N electrons (ceci s’inscrit d’ailleurs dans le domaine beaucoup plus general du traitement 
des problemes a A^-corps, un domaine qui traverse de nombreuses disciplines). En theorie Hartree- 
Fock (et post-HF), on substitue I’ensemble des interactions de paires d’electrons par I’interaction 
des electrons avec le champ moyen genere par les - 1 autres electrons ; lorsque Ton applique la 
theorie des fonctionnelles de la densite (DFT), on approxime la fonctionnelle d’echange-correlation 
par des fonctionnelles au mieux semi-locales. C’est-a-dire que comme toujours dans les raisonne- 
ments scientifiques en general, on approxime un probleme d’une complexite presque impenetrable 
(!’interaction, correlee a I’infini, de N corps) par des notions humainement comprehensibles, telles 
que des « moyennes » et des « approximations spheriques ». Ainsi, ces modeles decrivent bien (et 
parfois : incroyablement bien, vue la severite des approximations) les comportements qui sont le 
resultat d’une physique du systeme peu eloignee d’un champ moyen et/ou par nature locale. Ceci 
n’est pas le cas des interactions longue-portee. 

Les interactions longue portee que Ton appellera ici «interactions de Van der Waals » designent 
des interactions relativement faibles qui jouent un role stmeturant dans les grands edifices molecu¬ 
laires ou en I’absence des forces plus importantes que sont les interactions covalentes ou ioniques. 
Parmi ces interactions de Van der Waals, les forces de dispersion de London sont un type d’interac¬ 
tion qui emergent de la polarisation dynamique mutuelle de nuages d’electrons, surtout entre sous- 
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systemes neutres. Ces forces ont un caractere tres longue-poitee. Dans la limite de sous-systemes 
qui ne se recouvrent pas, et en utilisant des developpements multipolaires, on trouve que le terme 
dominant les forces de dispersion de London est le terme d’interaction « dipole induit/dipole in- 
duit», sous la forme d’un CelR^ amorti. L’idee est que, contrairement aux forces electrostatiques 
entre dipoles permanents, les forces de dispersion de London emergent de la maniere bien connue 
suivante : du fait de fluctuations quantiques dans une partie d’un grand systeme, un dipole ephemere 
apparait et produit un champ electrique en IjR^ dans le reste du systeme. Ce champ electrique induit 
la creation d’un autre dipole ephemere dans une autre partie du systeme, et la partie du systeme ou 
est appam le premier dipole ephemere ressent alors un champ electrique « en retour » dont la depen- 
dance a la distance est : IjR?.IjR? = ijR^. Une maniere de voir cela (et d’expliquer pourquoi ces 
forces ne peuvent etre recouvrees par des fonctionnelles usuelles en DFT) est de dire que les fluctua¬ 
tions dipolaires des parties eloignees d’un grand systeme sont correlees; c’est-a-dire que ces forces 
emergent a cause d’un trou de correlation qui est de tres grande portee, bien loin des approximations 
semi-locales. 

Face a ce deft, de nombreuses solutions sont disponibles dans la litterature, notamment avec des 
ameliorations des fonctionnelles d’echange-correlation. Une autre solution est d’utiliser 1’Approxi¬ 
mation de la Phase Aleatoire (RPA). II s’agit d’une approximation elaboree dans les annees 50' pour 
decrire la correlation dans les plasma. L’idee initiale est que les comportements des elements dans 
un plasma sont le fmit de la collaboration/competition entre d’une part un phenomene d’oscillations 
coherentes sur F ensemble du plasma causees par des interactions a longue-portee et d’autre part des 
corrections dues a des interactions a plus courte portee. Cette methode est done, par construction et 
pour des raisons physiques, particulierement adaptee a la description des interactions longue-portee. 
Ceci est encore plus vrai si I’on utilise la RPA dans le cadre d’une theorie de separation de portee des 
interactions inter-electronique. Dans ce cas de figure, I’interaction courte-portee (pour laquelle les 
approximations semi-locales des fonctionnelles sont pertinentes) est prise en charge par la DFT, et 
les interactions longue-portee sont laissees a la RPA. Pour differentes raisons, ce couplage rigoureux 
DFT-hRPA elimine un certain nombre de faiblesses des deux theories, et s’est montre prometteur 
pour le traitement des systemes possedant des interactions longue-portees faibles. 

Les deux premiers chapitres posent les bases theoriques, les notations et les concepts qui sont 
utilises tout au long du manuscrit. Le second chapitre, en particulier, decrit la RPA telle qu’elle a 
ete developpee dans les articles originaux des annees 50' et derive les multiples formulations dans 
lesquelles on pent trouver la RPA aujourd’hui. II s’agit a la fois d’un chapitre qui resume I’etat 
de I’art du domaine et d’un chapitre qui presente des reflexions personnelles sur le sujet et cla- 
rifie certains points de details. J’y montre le formalisme connexion adiabatique avec theoreme de 
fluctuation-dissipation (AC-FDT), que I’on pent considerer comme un point de depart pour develop- 
per les formulations dites de "connexion adiabatique", de "matrice dielectrique", de "plasmon", ainsi 
que la formulation qui utilise des equations de type "equations de Riccati " et qui est equivalente 
a des approximations que I’on pent faire dans le contexte de la theorie Coupled-Cluster (CC). Des 
derivations unifiees sont montrees pour tous ces formalismes. II existe un lien etroit entre la RPA 
telle qu’elle est pratiquee dans la chimie quantique moderne et des notions de theorie quantique des 
champs : ces liens sont rendus clairs dans 1’Annexe A. 

Apres un court rappel des techniques et des enjeux lies a I’utilisation d’orbitales locales pour le 
calcul d’energies de correlation, je presente au chapitre 3 deux travaux assez differents. Le premier 
est un travail realise a 1’occasion d’une collaboration avec le Laboratoire de Chimie Theorique (LCT) 
de I’Universite Pierre et Marie Curie a Paris. Une procedure a ete mise en place par E. Chermak et 
P. Reinhardt pour construire des orbitales localisees d’un dimere dans lesquelles on pent reconnaitre 
la trace des orbitales localisees pour les monomeres. Avec une telle methode, on pent classer les di- 
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excitations en categories selon un critere, disons : geometrique. On a montre que, de I’ensemble des 
di-excitations imaginables pour le systeme, les couplages inter-moleculaires de mono-excitations 
intra-moleculaires contribuent majoritairement a I’energie d’interaction. La contribution de cette 
these a ete d’ecrire un programme autonome interface avec MOLPRO qui permet le calcul d’energies de 
correlation RPA avec des orbitales locales. Dans le meme chapitre, je montre des reflexions autour 
d’un type d’orbitales virtuelles localisees appelees POO, pour Projected Oscillatory Orbitals. II 
s’agit d’une idee originate de Boys qui n’a pas fait I’objet de developpements significatifs dans la 
litterature. Je derive ici des equations de base concemant les POO, incluant des developpements 
multipolaires des integrates bi-electroniques dans la base des POO. Je montre que les elements de 
matrice du moment dipolaire entre une orbitale occupee localisee et une orbitale virtuelle localisee de 
type POO se reduisent a I’expression des recouvrements entre POO. Ce resultat non trivial simplifie 
largement les equations RPA dans la base des POO, qui sont egalement derivees ici. 

Au cours de cette these j’ai cree des outils informatiques qui permettent de calculer sur des 
grilles parallelepipediques de I’espace reel ou sur des grilles de type ''DFT" des fonctions telles que 
le trou d’echange /jx(ri,r2), la fonction de Dirac (5(ri,r2), etc... Dans le chapitre 4, je 
montre de telles visualisations, notamment de la fonction de reponse x- Je souligne la structure de 
la fonction de reponse, et sa relation avec les fonctions de correlation inter-electronique, notamment 
le trou d’echange. Ce chapitre est le fruit d’un travail pas completement abouti, et qui vise a terme 
a calculer des objets que Ton rencontre dans des calculs de correlation RPA (tels que la fonction de 
reponse) sur des grilles de I’espace constmites dans ce but, c’est-a-dire sur des grilles ou les points 
sont generes de telle maniere a mieux echantillonner I’espace entre les atomes (et non, comme c’est 
le cas des grilles de type "DFT", I’espace ou Ton s’attend a ce que la densite soil interessante). 

Dans la meme optique de travail dans I’espace reel, I’objet principal du chapitre 5 est Tadaptation 
de la technique de TEED {Effective Energy Denominator) developpee par Berger et. al. dans I’espace 
reciproque. Cette technique est une generalisation de T approximation de Unsold dans laquelle le 
denominateur effectif depend des coordonnees et de la frequence. Une serie de relations a pu etre 
derivee concemant les numerateurs qui emergent lorsque Ton applique cette technique, et leur lien 
aux regies de somme. L’objectif de ces developpements est de pouvoir calculer la fonction reponse 
Kohn-Sham sans faire intervenir des sommations sur les orbitales virtuelles et pouvoir exprimer a 
terme I’energie de correlation de longue portee (et les corrections de I’energie de dispersion) comme 
fonctionnelle des orbitales occupees. 

C’est dans le chapitre 6 qu’est presente ce qui peut etre considere comme le travail principal de 
cette these : la derivation d’un gradient analytique de I’energie de correlation RPA dans un contexte 
de separation de portee. Jusqu’a present, dans la litterature, la seule derivation a notre connaissance 
de gradient d’une energie avec separation de portee est celle de Chabbal et. al., pour RSH-(L)MP2. 
II s’agit d’une adaptation a posteriori du gradient MP2 sans separation de portee. Je montre ici, en 
utilisant le formalisme lagrangien, une derivation tout-en-un du gradient de I’energie RSH-RPA. Des 
notations inedites sont introduites pour gerer de maniere transparente les contributions des termes 
courte-portee; d’ailleurs, tout au long de la derivation, on voit un parallele solide entre le compor- 
tement des contributions courte- et longue-portee qui emergent. Ces nouveaux gradients sont imple- 
mentes dans le « cceur » de MOLPRO, c’est-a-dire d’une maniere qui profite des forces et de la gestion 
du reste du programme. A la suite de cette programmation, les calculs de dipole au niveau RSH-RPA 
ainsi que les optimisations de geometrie, par exemple, sont du coup disponibles immediatement. Je 
presente ici des resultats d’optimisation sur un ensemble de 16 molecules aux niveaux RSH-dRPA-I 
et RSH-SOSEX, ainsi que des visualisations des densites correlees au niveau RSH-dRPA-I. 

De maniere generate, un effort a ete fait dans les Annexes pour decrire des notions qui sont a la 
limite des habitudes d’un chimiste theoricien (on trouve par exemple des notions telles que celles qui 
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sont decrites Annexe A et qui sont plutot connues en theorie quantique des champs, on des notions 
d’integration complexe montrees Annexe B) ainsi que pour foumir des details de derivations utiles 
a la comprehension du manuscrit. Tons ces elements sont regroupes dans des Annexes par soucis de 
concision, et sont tout aussi primordiaux que ce qui est montre dans le corps du manuscrit. 
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Chapitre 1 


Premieres approches d’un probleme a 

N-corps 


Dans ce premier chapitre, on presente quelques notions de chimie quantique pour la 
plupart largement connues du lecteur averti. Le but premier est de poser des notations 
et des definitions qui seront utilisees tout au long du manuscrit, mais on va egalement 
preparer les notions qui se reveleront importantes dans la suite (notions generates telles 
que I’energie de correlation, les fluctuations, la connexion adiabatique, etc ...). 

Tout le travail de la these a ete pense dans un cadre de separation de portee electronique, 
c’est-a-dire dans un contexte ou Ton utilise des techniques qui melangent un traitement 
du systeme avec des methodes dites « a fonction d’onde » et des methodes de DFT. On 
presente done rapidement, dans I’ordre, la theorie Hartree-Fock, la theorie DFT, et les 
techniques de separation de portee (notamment: RSFl). Toutes ces methodes s’inscrivent 
dans une philosophie de traitements des systemes a A^-corps bases sur F approximation du 
champ moyen; ce sont des methodes qui servent a calculer des energies de reference qui 
s’ecartent de Tenergie exacte d’une valeur que j’appelle "energie de correlation". 

Le travail de cette these est centre sur la RPA, montree dans le chapitre 2, qui est une 
methode de calcul de Tenergie de correlation. Dans ce chapitre on explique simplement ce 
qu’est cette notion d’energie de correlation, a la fois d’un point de vue mathematique (e’est 
Tenergie qui manque dans les approximations de champ moyen que Ton utilise comme 
reference) et d’un point de vue physique (e’est une energie qui est due a une partie des 
mouvements correles des electrons tels qu’ils sont decrits par la fonction de correlation de 
paire, extraite de la fonction de reponse lineaire). On rappel dans ce chapitre que Ton pent 
utiliser une connexion adiabatique pour rigoureusement faire le lien entre le systeme reel 
et le systeme modelise, c’est-a-dire que Ton pent connecter Tenergie exacte a Tenergie 
de reference. De cette connexion emerge naturellement une expression potentiellement 
exacte de Tenergie de correlation. Toutes ces notions nous amenent vers une meilleure 
comprehension de ce qu’est Tenergie de correlation, et elles seront utilisees comme base 
pour deriver les equations de Tenergie RPA dans le chapitre 2. 





Premieres approches d’un probleme a N-corps 


1,1 Comprendre le probleme 

Une molecule peut se voir comme une collection de M noyaux et N electrons interagissant les 
uns avec les autres par force de Coulomb. Les noyaux sont modelises par des charges ponctuelles 
Zi^M de masses M\^m et de coordonnees Ri^m e ; les electrons ont des coordonnees spatiales 
ri^AT € et des spins ^ S = {+j;-||. On introduit la coordonnee d’espace-spin x,- = (r,-, i,) e 
X = R^ ® S. On decrit un tel systeme par des fonctions d’onde I'P) = |'P(xi^jv; Ri^m)) de I’espace 
de Hilbert X^(X^, C), fonctions propres de I’equation de Schrodinger H\'V) = E |T). 

L’hamiltonien H est: 

H = t,+f„ + V„„ + %e + %e ( 1 . 1 . 1 ) 

Cet hamiltonien est la somme des energies cinetiques des electrons et des noyaux (tg et t„), et 
des interactions Coulombiennes instantanees de chaque paire de composants (t4n, 14e et Vee)- 

On utilise communement 1’approximation de Bom-Oppenheimer (voir par exemple la reference 
[1]), qui consiste a negliger le mouvement des noyaux (ces demiers sont presque 2000 fois plus 
lourds que les electrons) c’est-a-dire a fixer les Ri^m. On considere alors que les electrons evoluent 
dans le champ des noyaux fixes d’energie et on ecrit une equation de Schrodinger electronique 
^eiec nj/eiec^ _ ^.eiec nj/eiec^ depend parametrlquement des coordonnees Ri^m, avec : 


= H=f, + Vne + Vee, ( 1 . 1 . 2 ) 

oil Ton peut separer les termes mono- et bi-electroniques en deux groupes : 

^ = + ( 1 - 1 - 3 ) 

avec : 

Te + Vne = ^ h 

i 

^ee — ^ Sij 
'J 

Les electrons sont des fermions et obeissent au principe d’antisymetrie : les fonctions d’onde 
|vj/eiec) ^ sont donc des fonctions antisymetriques de X^(X^, C). Je designerai par C) 

I’espace des fonctions antisymetriques de X^ dans C de carre integrable. 

Le probleme reste ici la resolution d’un systeme a Al-corps en interactions Coulombiennes ins¬ 
tantanees, probleme qui n’est pas soluble analytiquement : I’equation de Schrodinger ne peut etre 
resolue en I’etat, et des approximations doivent etre concedees. Toutes les premieres approches de 
chimie quantique emergent de la meme idee : transformer le probleme a A^-corps en une superposi¬ 
tion de N problemes a 1-corps. 
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Bases dans les espaces de Hilbert 


Cela revient a utiliser une approche de type « champ moyen », ou Ton remplace I’interaction de 
chaque paire d’electrons (le terme a deux corps ou 2 gtj) par la somme des interactions d’un 
electron avec le champ statique produit par les autres particules (qui est un terme a un corps). 

^approx ^ 

i i 

Avec ces methodes, on ne neglige pas completement I’interaction entre les electrons (presence 
du potentiel moyenne), mais on neglige la correlation entre les mouvements individuels des N par¬ 
ticules. 


Pour toute theorie T basee sur cette idee, on a done : 

^totale “ ^elec 

“ ^^prox (1.1.5) 

qui definit ce que j’appelle I’energie de correlation (I’energie manquante lorsque Ton ne¬ 
glige la correlation): = ^eiec - £^Ipprox est theorie-dependante. 


Nous allons utiliser cette definition pour designer I’energie de correlation : soit par rapport a la 
valeur moyenne de rhamiltonien avec un determinant Kohn-Sham, voir par exemple I’equation (83) 
dans la reference [2], soit par rapport a I’energie de separation de portee, RSH, voir I’equation (84) 
de la meme reference (on introduit dans la suite ces developpements de Kohn-Sham et de separation 
de portee, RSH). La definition largement acceptee de Lowdin serait plutot £exact,non-rei - £rhf[3] : 
notre definition d’une certaine maniere generalisee est un raccourci, une sorte d’abus de langage. 


1,2 Bases dans les espaces de Hilbert 

Dans un souci de clarifier les notations, on introduit ici des orbitales {Le. des fonctions d’onde 
d’etats a une seule particule ou fonctions d’onde mono-electroniques) qui decrivent la distribution 
spatiale d’un electron. On considere un ensemble infini d’orbitales spatiales {|^,))o<,, qui forme une 
base orthonormee de X^(IR^, C): 



Un sous-ensemble de {|^i))oo formera une base d’un sous-espace de X^(IR^, C). 


( 1 . 2 . 1 ) 


Pour une description complete des electrons, on definit egalement un ensemble infini de spin- 
orbitales qui decrivent chacune a la fois la distribution spatiale et le spin d’un electron. Deux 

fonctions orthonormees sulRsent pour decrire les deux spin possibles d’un electron : a et jS qui 
representent respectivement les spin up (j) et down (- 5 ). On a : 
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|iA,(x)) = |iA.(r, 5)) ^ 


|^,(r)a(i)) si s = +- 


\(f>,ir)l3{s)) si s = - 


( 1 . 2 . 2 ) 


De la meme maniere, ces spin-orbitales ferment une base orthonormee de C): 


('A.ky) = Sij, 

et un sous-ensemble de {|i/',))oo une base orthonormee d’un sous-espace de X^(X, C). 


(1.2.3) 


Pour les fonctions d’onde a A'-electrons, on introduit egalement les determinants de Slater, qui 
sont des determinants formes a partir des orbitales spatiales ou des spin-orbitales. Dans le cas des 
spin-orbitales, on a: 


l/ri(Xi) iA2(Xi) 




l/'lte) 






(1.2.4) 


Les determinants sont antisymetriques par constmetion; on pent montrer que lorsque Ton dis¬ 
pose d’une base complete de I’espace X^(X, C) des fonctions mono-electroniques, I’ensemble 

de tons les determinants de Slater a A^-electrons qu’il est possible de construire a partir 
de cette base forme une base complete de I’espace C) des fonctions antisymetriques a N- 

electrons (voir le paragraphe 2.2.7 du livre de Szabo-Ostlund [3]). Une expression simple pour une 
fonction d’onde de J71^(X^, C) sera une fonction mono-determinentale (composee d’un seul determi¬ 
nant), mais des expressions plus abouties peuvent contenir une combinaison lineaire de determinants. 
Lorsque Ton exprime les fonctions d’onde avec des determinants de Slater, on dispose pour calculer 
des elements de matrices des regies de Slater-Condon. 


1,3 HF : Theorie Hartree-Fock 

Dans la suite de la these, on sera amend a manipuler des notions et des notations qu’il est bon 
d’introduire des maintenant. Je cherche ici notamment a clarifier ce que sont les energies dites de 
Hartree et d’echange ainsi que les implications de I’utilisation de fonctions mono-determinentales. 

Avant d’aborder la theorie Hartree-Fock, theorie centrale en chimie theorique, il est interessant 
d’introduire rapidement une theorie dite de Hartree, et ce dans le but de souligner les points forts et 
faibles de la theorie Hartree-Fock. 

Dans la theorie dite de Hartree, on restreint |T) a de simples produits de fonctions mono-electro- 
niques (ainsi on remplace sa dependance complexe aux coordonnees x, par un produit de fonc¬ 
tions a une variable : les coordonnees x, sont de-correlees les unes des autres): 


|'F"(xi^jv)) = |iAi(xi)... iA„(x„)) 


(1.3.1) 
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HF: Theorie Hartree-Fock 


Cette formulation neglige completement toute forme de correlation entre les electrons, comme 
le montre I’expression de la probabilite P(Y\,r 2 )dY\dr 2 de trouver simultanement un electron dans 
un volume dYy autour de ri et un autre dans un volume dY 2 autour de Y 2 , quel que soil leur spin et 
les coordonnees x, des autres electrons : 


P(YuY2)dYidY2 = / / 

J Si,S2 J 

= (piiYifdYi (p2(r2fdY2, (1.3.2) 

qui n’est que le produit des probabilites de trouver un electron en dYi et de trouver independem- 
ment un autre electron en dY 2 . Pourtant, la physique du probleme dicte que ces deux electrons se 
repoussent par I’interaction Coulombienne instantanee et que les mouvements des deux particules 
doivent etre intimement lies. 


Cette correlation des positions, manquante ici, regit le trou de Coulomb : une region 
de I’espace qui suit un electron au cours de son mouvement et qui est interdite aux autres 
electrons. On pent voir cette correlation comme une repulsion fluctuante autour de la valeur 
de celle provoquee par le champ moyenne. Cette correlation est responsable d’une portion 
faible en magnitude mais physiquement importante de I’energie totale d’une molecule. 


La theorie de Hartree-Fock propose plutot de restreindre I'P) aux fonctions qui sont des determi¬ 
nants dits de Slater (des determinants formes a partir des fonctions mono-electroniques |i/f,)): 


lAKxi) iA2(xi) 










(1.3.3) 


Comme on a vu dans la section 1.2, une telle decomposition assure I’antisymetrie de I*?) (i.e. le 
respect du caractere fermionique et indiscernable des electrons) et est de fait une approximation de 
type champ moyen, comme le montre la derivation suivante : (on utilise dans (1.1.3) la separation en 
composant mono-electronique hi et bi-electronique g,y) 


fiHF = H |'P™> 

= ^ (lAil h \^i) + ^ X Sij 8ij I'Ay'A,)), 

i ij 

qui peut etre reecrite, avec les bonnes notations : 


(1.3.4) 


25 






Premieres approches d’un probleme a N-corps 


= Z <-^.1 k +\ y , 

*■ ./■ 

= J]mh. + vf\if,i) (1.3.5) 

i 

c’est-a-dire que Ton peut ecrire rtiamiltonien sous la forme (1.1.4) avec un potentiel a 1-corps = 
j Yjj Jj - Kj. L’effet de la restriction I*?) —> se traduit done directement par une approximation 

y ■ -!—» Y’,' de type champ moyen. 

J Ti j I 

On voit emerger, dans I’equation (1.3.4), I’energie d’interaction Coulombienne classique entre 
deux densites : 


gij = JJ <A*(Xl¥!(Xl)g,7l/'*(X2)l/'j(X2), (1.3.6) 

que Ton appelle : terme de Hartree. 11 est suivi d’un terme dit d’echange, qui n’a pas d’equivalent 
classique : 


gij I'Ay'A'/) 


lA* (Xi )l/r/xi )g, ,iA*(X2)iA,(X2) 


(1.3.7) 


Notons ici qu’une approximation de la fonction d’onde en fonction mono-determinen- 
tale produit naturellement une approximation champ moyen et une energie d’interaction 
electron-electron composee uniquement de termes de type Hartree et echange. Inverse- 
ment, un hamiltonien ne nontenant pas de termes a deux corps aura pour vecteur propre 
une fonction d’onde mono-determinentale. 


La methode Hartree-Fock est exposee dans de nombreux ouvrages de reference (par exemple : 
le livre de Szabo-Ostlund [3]), je me limite done a un rappel des idees physiques du modele. Une 
bonne fa 9 on de comprendre I’implication physique de la restriction sur |'P) est de regarder a nouveau 
la probabilite P(ri,r2)i7ri(7r2. Deux cas de figure differents apparaissent, selon le spin des electrons 
1 et 2. Considerons d’abord le cas ou les electrons sont de spin oppose, on a : 


P(ri,r2)r/rififr2 oc / [i/f,(xi)i/f/x2) - iAj(xi)iAi(x2)]^c?rififr2 

J Si,S2 

OC / [(l>i{ri)aisi)^j{r2)P{s2) - (I>j{ri)/3{si)(/>iir2)a{s2)fdridr2 

J 51,^2 

OC [(AXrOVjCrz)^ + ^j(rif(l)i(r2f]dridr2, (1.3.8) 

ou seuls les termes presentant une meme fonction de spin {a ou yS) « survivent» a I’integration sur si 
et S 2 . Cette probabilite est similaire a (1.3.2), avec simplement en plus une notion d’indiscernabilite, 
c’est-a-dire un temoignage du fait que les electrons 1 et 2 peuvent occuper n’importe quelle orbitale 
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DFT : Theorie de la Fonctionnelle de la Densite 


i et j. La probabilite de trouver un electron en dri et un autre en dr 2 est done une moyenne des pro- 
duits des probabilites de trouver les electrons dans ces domaines lorsqu’ils appartiennent de maniere 
indiscemable aux orbitales i ou j. Ainsi, au-dela de cette nuance, la probabilite P{Yy,r 2 )dYidr 2 est 
exactement comme dans (1.3.2) : completement de-correlee. La theorie de Hartree-Fock, comme la 
theorie dite de Hartree, ne reproduit pas le trou de Coulomb. 

Le cas ou les electrons sont de meme spin, en revanche, donne : 


P{Yx,Y2)dYidY2 OC / [l/r,(Xi)l/r,(X2) - Ip,{X2)f dY\dY2 

J 

OC / [(p,{Yy)a{s{)(pj(Y2)a{S2)-(l)j{Yy)a{s{)(pi{Y2)a{S2)fdYidY2 

JSi,S2 

OC [^,(ri)^<^/r 2 )^ + (l)j(Yif(pi(Y2f 

-f, (r 1 )<pj(Yi)(l))(Y 2 )<pi(Y 2 ) (1.3.9) 

-0}(ri)(^,(ri)^^*(r2)0/r2)]c/ric/r2 


Les termes « survivants » ici introduisent une correlation entre les electrons de meme spin, qui 
emerge naturellement de la forme determinantale de la fonction d’onde. En particulier, on voit que 
la probabilite de superposer (r 2 = ri) deux electrons de meme spin est nulle : 


P(ri,ri)fifri<iri oc [^^(rOV/ri)^ + 0,(ri)V,(ri)^ 

-0* (r 1 )^2 (r 1 )^* (r 1 )^,(r 1 ) (1.3.10) 

-0*(ri)^,(ri)^*(ri)0/ri)]£/ri<iri = 0 


Ainsi, en theorie Hartree-Fock, si le trou de Coulomb pour des electrons de spin oppose 
n’est pas reproduit, on observe bien une correlation de position entre electrons de meme 
spin, qui se repoussent selon ce que Ton appelle un trou de Fermi. 


On parle souvent de I’etat Hartree-Fock comme etant non correle, bien que les electrons de 
meme spin le soient (trou de Fermi). C’est une reference, un « zero », pour la correlation. Tout le 
but de traitements post-HF est done de retrouver une partie de la correlation, comprise ici comme la 
correlation entre deux electrons de spin oppose. 


1,4 DFT : Theorie de la Fonctionnelle de la Densite 

On cherche a resoudre T equation de Schrodinger car on veut obtenir IT), qui contient toutes les 
informations sur le systeme. C’est pourtant une fonction de X^(X^, C), e’est-a-dire une fonction a 
3A coordonnees d’espace et N coordonnees de spin. La Theorie de la Fonctionnelle de la Densite 
(DFT pour r anglais Density Functional Theory) est un effort pour mettre la densite «(r) comme 
variable principale, en lieu et place de |T). On definit «(r) par : 
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«(r) = <'P| «(r) I*?) oil: «(r) = ^ 5(r - r,) (1-4.1) 

i 

II faut done se convaincre que la quantile «(r), qui est une fonction a 3 coordonnees d’espace 
seulement, contient bien toutes les informations suffisantes pour decrire a elle seule le systeme : 
e’est le role des theoremes de Hohenberg et Kohn. Ces theoremes montrent qu’une theorie de la 
densite est possible, e’est-a-dire qu’il est bien possible de mettre «(r) au centre d’une theorie. 

Dans 1’approximation de Bom-Oppenheimer, avec I’hamiltonien que I’on voit equation (1.1.2), 
le seul element speciiique a un systeme particulier est (dans le formalisme DFT on parle en fait 
de potentiel externe V^xt, qui le plus souvent se reduit au potentiel des noyaux V„e, mais peut ega- 
lement contenir un potentiel magnetique et electrique); les autres composants sont communs a tout 
systeme a A^-electrons. Le premier theoreme de Hohenberg et Kohn stipule justement que la densite 
de I’etat fondamental determine uniquement ce potentiel externe. Ainsi I’hamiltonien du systeme est 
completement determine par la densite de I’etat fondamental, et a sa suite toutes les observables. 


E = {T| t + K, I'P) + J n(r)v„,ir) (1.4.2) 

On peut done voir une observable telle que I’energie comme une fonctionnelle de la densite 
«(r) (approche DFT). 

Autrement dit, 11 existe une relation bi-univoque entre le potentiel externe et la densite d’un 
systeme. On peut ecrire : 


E[vex,] = E[v,x,[n]] = E[n] (1.4.3) 

Un deuxieme theoreme de Hohenberg et Kohn demontre que I’energie de I’etat fondamental est 
variationnelle par rapport a la densite, e’est-a-dire que toute approximation sur la densite produit 
une energie superieure a I’energie correspondant a la densite exacte. On trouve I’energie correcte 
en minimisant F expression (1.4.2), et la minimisation se fait en deux temps selon 1’approche de 
Levy [4] : 


Eo = min min \ <'P| Te + Vee I'F) + / n(r)v„t(r) 
new f-*;! 


min \ min ('Ll T, + IT) + / «(r)v„,(r) 

neN 1 / 


min \ E[n] + / «(r)v„,(r)}, 

n€iH 


(1.4.4) 


ou N est I’ensemble des densites «(r) A-representables, e’est-a-dire I’ensemble des densites qui 
correspondent effectivement a un etat lie a A-electrons. On utilise, pour passer de la premiere a 

la deuxieme ligne, le fait que / n(r)ve.«(r) fournira la meme valeur pour toutes fonctions d’onde 
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qui produit la meme densite «(r). On definit la fonctionnelle universelle (a tons les systemes a N 
electrons) F[n] = min<T| f, + V,e I'P) = T^n] + V.Jn]. 

Les expressions de ces fonctionnelles sont inconnues : on ne connait pas la maniere dont I’ener- 
gie cinetique depend de la densite, ni I’expression de I’interaction des electrons. Ce que Ton pent 
ecrire de maniere exacte, c’est I’energie cinetique d’un systeme sans interaction Ts[n], et I’energie 
d’interaction Coulombienne classique (le terme de Hartree) £//[«]. On a alors I’expression exacte de 



(1.4.5) 


oil Tc[ti\ est une partie due aux correlations dans I’energie cinetique et £non-ciassique[n] comporte tout 
ce qui dans i4c[«] n’est pas decrit par £«[«]. 


Onintroduit dans I’equation (1.4.5) la fonctionnelle Exc[ri\ = 7’t.[«]+£’non-ciassique[n], fonc¬ 
tionnelle d’echange-correlation, qui recueille toutes les inconnues du probleme. L’ame¬ 
lioration de la comprehension et de I’expression de cette energie est le sujet de tons les 
developpements actuels en DFT. 


On separe souvent I’energie d’echange-correlation en une composante d’echange et une com- 
posante de correlation. La composante d’echange (comme dans le cas Hartree-Fock) est une conse¬ 
quence de la nature fermionique des electrons, et la composante de correlation provient du manque- 
ment, dans Ts[ti\ et £/;[«], du caractere lie des mouvements individuels des electrons. 

Insistons ici sur le fait que la theorie DFT est exacte si Ej:c[n\ est connue exactement. II n’y a 
done pas d’energie de correlation residuelle au sens de I’equation (1.1.5). Pourtant, en pratique, cette 
fonctionnelle d’echange-correlation doit etre approximee : on parle alors de DFAs ( pour I’anglais 
Density Functional Approximations) et une energie de « correlation » pent done etre definie comme : 
£.dfa _ _ ^dfa Qp-p DFAs, en fait), on parle done de la correlation presente dans la 

fonctionnelle E^dn] et de la correlation au sens de I’equation (1.1.5). 


1,5 Separation de portee electronique 

L’utilisation pratique de la DFT repose sur Tapproximation de la fonctionnelle (inconnue) d’e¬ 
change-correlation. L’approximation originelle, T Approximation de Densite Locale (LDA pour I’an- 
glais Local Density Approximation)[5], s’est revelee etonnamment efficace et difficile a ameliorer de 
maniere systematique. II a ete montre que la LDA, etant locale par constmetion, est particulierement 
adaptee pour decrire les correlations a (tres) courte-portee inter-electronique, mais echoue a decrire 
quantitativement les correlations a longue-portee electronique[6]. Ceci reste vrai avec la plupart des 
ameliorations post-LDA classiques, qui demeurent par design des approximations de nature locale. 

Ces faiblesses a decrire les correlations a longue-portee deviennent particulierement problema- 
tiques lorsque Ton veut trader des systemes qui presentent des interactions de Van der Waals. Les 
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interactions de Van der Waals sont des interactions faibles mais uniformement attractives et a longue 
portee d’action[7]. En I’absence d’autres interactions plus fortes (electrostatiques ou de covalence), 
ce sont ces contributions attractives qui gouvement la structure du systeme. Parmi les interactions 
de Van der Waals, les forces de dispersion de London sont un type d’interaction qui emergent de la 
polarisation dynamique mutuelle de nuages d’electrons. Comme I’a montre en premier London[8], 
ces forces ont comme origine la correlation dynamique des electrons a longue-portee, c’est-a-dire 
la correlation entre des groupes electroniques distants. Ainsi, les fonctionnelles usuelles locales ou 
semi-locales, qui n’utilisent que des informations sur la valeur et la (ou les) derivee(s) de la densite 
electronique, ne peuvent pas prendre en compte les processus physiques entrant en jeu dans I’emer- 
gence des forces de dispersion. Ce fait a ete presente dans le cadre d’un argumentaire plus-ou-moins 
rigoureux par plusieurs auteurs dans la litterature (voir par exemple la figure 1 de la reference [9] 
et la figure 2 de [10]). Le lecteur trouvera des descriptions detaillees des forces de dispersion aux 
references [11], [12]. 

Differentes solutions existent dans la litterature pour traiter ce probleme. Citons par exemple, 
avec differents niveaux d’empirisme, les travaux autour de parametrisations specifiques de nou- 
velles fonctionnelles GGA ou meta-GGA[13-17], les travaux de type DFT+D incluant des cor¬ 
rections de dispersion de Grimme et d’autres[18-22], les fonctionnelles de correlation semi-locales 
de Wilson-Levy[23-25] et le modele de Becke-Johnson base sur un couplage entre I’electron et son 
trou d’echange[26-31]. Parmi les solutions non-empiriques, on pent citer le modele de Anderssson- 
Langreth-Lundqvist base sur 1’expression AC-FDT de I’energie de correlation et sur des parametres 
tires de theorie de la reponse lineaire[32^0] ou encore I’utilisation de la DFT-SAPT[41^5]. Un 
autre chemin possible, celui que j’emprunterai ici, est base sur la separation de portee d’une maniere 
telle que les correlations de longue portee soient prises en compte par une approche de type fonction 
d’onde. 

Le concept d’une theorie de la fonctionnelle de la densite hybride avec la separation de portee 
des interactions electron-electron (meme si la terminologie est beaucoup plus recente[46, 47]) vient 
des travaux de Savin et. al. [48-50] du milieu des annees ’80. Savin et Stoll ont propose la DFT 
uniquement pour decrire la partie courte-portee d’un systeme electronique, ou elle est performante, 
et utiliser une methode de theorie a A-corps - une methode de type fonction d’onde - pour decrire 
la partie longue-portee[46, 48, 50-54]. On parle alors de « separation de portee electronique ». En 
pratique, on separe rigoureusement 1’interaction Coulombienne electron-electron comme : 


1 

r 


<e(r) + (r) + (r), 


(1.5.1) 


oil le parametre /r controle la portee de I’interaction longue-portee. Au-dela d’un certain seuil, I’inter- 
action est dominee par la contribution longue-distance, et la contribution complementaire de courte- 
portee possede une singularite a I’approche de la distance inter-electronique nulle. On pent utiliser 
des fonctions diverses pour v^(,[55], notamment la fonction er/[50], qui presente de nombreux avan- 
tages pratiques lors de son implementation avec des bases Gaussiennes ou des ondes planes. D’autres 
possibilites pour representer les interactions inter-electroniques de courte portee sont le potentiel Yu- 
kawa[56], la fonction Gaussienne[57], ou la combinaison de erfc et Gaussienne (erfgau)[58]. 

On reecrit la fonctionnelle universelle : 
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F[n] = £LR[„] + £SR^[„] 

(1.5.2) 

OU : 


F^^ln] = min ('Ll f + |'P) 

(1.5.3) 


La paitie longue-portee de 1’interaction eiectron-eiectron est traitee par des methodes de type 
fonction d’onde : ('Ll |'P), et ia partie courte-portee est traitee en DFT : Lorsque fi = 0, 

on retrouve un DFT standard : Vlf' est nui et est ia fonctionneiie Hartree-echange-corre- 

iation usueiie; iorsque fi —> oo on retrouve ia formuiation fonction d’onde habitueiie : Vlf' est 
F interaction Couiombienne sans separation de portee et est nuiie. 

Ainsi i’equation (1.4.4) s’ecrit: 


£0 = -H F’hxcW + J n(r)v„f(r)| 

= min |<'F| f + yLR |vj/) + + J n^(r)v,,,(r)| (1.5.4) 

A partir de I’equation (en principe : exacte) (1.5.4), une approximation doit etre choisie pour la 
fonctionneiie et une procedure d’approximation doit etre derivee pour la partie longue-portee 

du calcul, traitee en fonction d’onde. Parmi de nombreuses procedures existant dans la litterature[47, 
59], on choisit d’utiliser une procedure dite Fiybride a Separation de Portee (RSFi pour I’anglais 
Range Separated Hybrid)[46], qui propose de restreindre la minimisation de I’equation (1.5.4) au 
sous-ensemble des fonctions d’onde mono-determinentales : 


{<®l ^ I®) + (1.5.5) 

Cette procedure reduit done le terme (Ol V^f' |®) aux seuls termes de Fiartree et d’echange de 
type Fiartree-Fock : elle n’indue pas la correlation longue-portee, qui est ajoutee a posteriori : 


p _ pSR,LR 
^ “ ^RSH 


+ £ 


■LR 


(1.5.6) 


La fonction d’onde mono-determinentale Oo qui minimise I’equation (1.5.5) est donnee par une 
equation d’Euler-Lagrange auto-consistante : 


(f + IDo) = £0 m , (1.5.7) 

ou est le potentiel longue-portee de type Fiartree-Fock et est le potentiel correspondant 

a la fonctionneiie 

II reste a construire des fonctionnelles Hartree-echange-correlation de la courte-portee. On dis¬ 
pose dans la litterature de fonctionnelles srLDA[52, 58, 60] constmites a partir de calculs Monte- 
Carlo Quantique sur le gaz homogene d’electron avec une interaction longue- ou courte-portee, et 
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divers fonctionnelles au-dela de LDA[53, 61] notamment les fonctionnelles srPBE comme HSE[62] 
ou construites par interpolation[63].De nombreux schemas avec dilferentes methodes de correlation 
longue-portee existent dans la litterature, on citera ici sans pretention d’exhaustivite les methodes 
RSH-PT2[46, 64-67], RSH-CI[51, 68], RSH-CC[53, 54, 69-71], RSH-MRPT2[72, 73] et RSH- 
MCSCF[61, 74]. Les combinaisons RSH-RPA seront traitees plus en detail dans le chapitre 2. 

Le choix optimal pour /r lors de calculs RSH a fait I’objet d’etudes dans la litterature, voir par 
exemple[47, 75], et on pent dire que les valeurs choisies sont habituellement entre yu = 0.4, yu = 0.5, 
etc... Tons les calculs montres dans cette these sont d’ailleurs faits avec un parametre de separation 
de portee de /r = 0.5. La signification physique du parametre est la suivante : il controle la portee de 
I’interaction prise en compte en DEL, c’est-a-dire qu’il controle la portion de I’interaction electron- 
electron qui est traitee par la DEL (et celle qui est traitee par les methodes de type fonction d’onde). 
Ainsi, les etudes realisees par Fromager et. al. [61, 74] consistent a observer le nombre d’occupation 
d’orbitales naturelles et, en somme, a voir la valeur de /r pour laquelle il est pertinent d’ecrire une 
fonction d’onde mono-determinantale. Une toute autre maniere d’aborder le probleme est de choisir 
12 de sorte a reproduire correctement le passage HOMO-LUMO[76, 77]. Ceci ouvre en revanche 
la question de Poptimisation de /r pour chacun des systemes que Ton veut traiter. Ainsi : dans le 
contexte d’un calcul multi-systeme, quel p doit etre choisi ? 


1,6 Connexion Adiabatique 

A partir de n’importe quelle theorie de type particules independantes, on pent utiliser une Con¬ 
nexion Adiabatique (AC pour 1’anglais Adiabatic Connexion) pour se donner un cadre de compre¬ 
hension des energies de correlation. Dans une connexion adiabatique « classique », on propose de se 
doter d’une serie de systemes fictifs en ponderant I’operateur de I’interaction electron-electron d’un 
hamiltonien de type (1.1.2) : 


Hc = fe + Va + aVee, (L6.1) 

de sorte a connecter lineairement le systeme de reference (pour a = 0) au systeme reel (pour a = 1). 
Je presenterai ici plutot une connexion adiabatique generalisee[78, 79], oil Ton introduit I’operateur 
d’interaction generalise Vee.a, c’est-a-dire ou Ton introduit les hamiltoniens suivants : 

Ha = fe + Va + ( 1 . 6 . 2 ) 

On choisit Va et Vee.a tels que, pour une valeur ao de a on ait: 


(1.6.3) 


(notons que Va est un operateur mono-electronique et que determine quelle theorie est 

utilisee comme reference); et que pour ai on retrouve I’hamiltonien reel, correspondant a I’energie 
et a la fonction d’onde I'Ll): 
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flax - f,, + Vax + Vee 

= t + Vne + V.. (1.6.4) 

Le parametre a est appele constante de couplage et determine la forme de 1’interaction Coulom- 
bienne du systeme intermediaire decrit par I’hamiltonien H^, de fonction d’onde |Tq,) et d’energie 
Ea- On voit dans la formulation de I’equation (1.6.2) que le potentiel a 1-corps est autorise a evoluer 
le long de la connexion. 


On comprend bien deja que I’energie de correlation (I’energie manquante dans la des¬ 
cription de rhamiltonien de reference) est quelque part entre et . 


En effet, en integrant la derivee de I’expression de Ea = Ha I'l^a-), on trouve : 


Ida 


c\F 

da - 

da 


/■"' dH 

/ da{'i<a\^\^a), 

I do 


da 


oil Ton a utilise le theoreme de Hellmann-Feynman. On a done : 


Ean "t" 


dai'ValWal^a), 


(1.6.5) 


( 1 . 6 . 6 ) 


oil Wa = ^ ^ Pour extraire une energie de correlation, comparons les expressions des 

energies Ea„ et : 


Ea, = (Ool t + l<l>o) (1.6.7) 

et: 

= <®oi t + + K, m 

= Ea,+mVee + K-K\'^0} ( 1 . 6 . 8 ) 

On obtient alors, via I’equation (1.6.6), une energie de correlation : 


= [ ' i/a[<'P,| W„|'P„)-<<l)o|W„„l<l'o)] 

J CHQ 


(1.6.9) 


Les termes impliquant ^ dans W equilibrent si besoin le potentiel a 1-corps qui apparait dans 
Ea,, et qui ne correspond pas forcement au potentiel physique de . Le choix de la connexion 
adiabatique (du chemin de la connexion) ne change pas le resultat de 1’integration equation (1.6.6), 
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et n’est done pas unique. Choisir, par exemple, une connexion lineaire Ha = + V + aVee produit 

un potentiel a 1-corps V constant par rapport a a : il n’y a pas de reequilibrage necessaire a partir du 
potentiel a 1-corps de Ea^, et ^ = 0. Cela revient finalement a une resolution de type theorie des 
perturbations de Rayleigh-Schrodinger, ou Hq = tg + V„e et Wa = t4e- 

Dans le cas RSH, on considere I’energie dependante de a suivante (voir, par exemple reference 
[80]) : 


Ea = mm {('PI f + V„t + (1 - I'l') + 4i[«'p]) ^ (1-6-10) 

e’est-a-dire les hamiltoniens des systemes fictifs : 


Ha = t + V,,, + il- „ ( 1 . 6 . 11 ) 

qui connectent bien le systeme RSH pour a = 0 au systeme reel pour a = 1. L’objet Wa de I’equation 
(1.6.9) s’ecrit alors : Wa = 

Les details mathematiques de cette connexion adiabatique generalisee, et notamment des deriva¬ 
tions des situations oil Ton choisit la fonction erfc(Q;r)/r ou sa forme Yukawa exp(-Q'r)/r pour le 
potentiel generalise, sont a lire aux references[78, 81]. 


1,7 Conclusion 

On a presente dans ce chapitre les notations et notions de base qui vont servir dans le reste du 
manuscrit (notions telles que la correlation electronique et la connexion adiabatique); ainsi que les 
deux manieres assez dilferentes d’aborder le probleme de la resolution de 1’equation de Schrodinger 
electronique : les methodes Hartree-Fock et DFT. On a egalement rappele les bases de la separation 
de portee electronique, qui propose de traiter un systeme en utilisant les forces de ces deux points de 
vue que sont les methodes de type "fonction d’onde" et les methodes basees sur la densite. 


34 



Chapitre 2 


RPA : Approximation de la Phase Aleatoire 


Ce chapitre peut etre considere comme une revue de 1’approximation de la phase alea¬ 
toire, la RPA : il presente un bilan de I’etat de Part ainsi que des reflexions qui sont le fmit 
du travail de cette these. La RPA est le sujet central de ce manuscrit et il est important de 
presenter la derivation et les racines de 1’approximation de maniere extensive. On montre 
les raisons premieres, historiques, qui ont menees a I’idee de la RPA, qui est de traiter un 
probleme a A-corps en separant un comportement organise des particules a longue-portee 
(les oscillations de plasma) et une correction explicite a courte-portee. C’est dans I’ori- 
gine de la RPA, notamment, que Ton trouve 1’explication du nom de la methode, « phase 
aleatoire ». 

On combine les notions presentees dans le chapitre premier pour former un contexte 
dit "AC-FDT" (connexion adiabatique et theoreme de fluctuation-dissipation). Au cours 
de cette derivation emergent les fonctions de reponse x flui seront finalement les objets 
qui seront approximes en RPA (dans notre derivation, c’est en fait le noyau de I’equation 
de Bethe-Salpeter qui est I’objet approxime). Ce chapitre fonctionne en lien etroit avec 
les Annexes A, B et C, qui se veulent les plus detaillees possible. A partir de 1’equation 
AC-FDT, le calcul pratique de la RPA peut se faire de deux manieres completement difle- 
rentes qui se rejoignent et se completent: la formulation dite "connexion adiabatique" et la 
formulation "matrice dielectrique", que Ton peut deriver chacune plus avant pour obtenir 
la formulation de "plasmon". Toutes ces formulations sont largement explicitees dans le 
chapitre. 

En fin de chapitre, un resume de toutes les methodes decrites ici est donne sous la forme 
d’une hierarchie des equations (selon le nombre d’integrations analytiques effectuees), et 
on donne la syntaxe a utiliser pour lancer ces calculs en utilisant notre implementation 
dans le programme MOLPRO. 





RPA : Approximation de la Phase Aleatoire 


2,1 Point de vue historique et physique, Revue de la litterature 

II semble interessant de se pencher sur 1’aspect historique et physique de la RPA, pour la simple 
raison qu’il est d’une certaine maniere cache dans la plus grande partie du formalisme de la RPA 
en chimie quantique moderne. L’Approximation de la Phase Aleatoire (RPA pour 1’anglais Random 
Phase Approximation) apparait dans les annees 50' [82-85] comme une methode de resolution du 
prohleme a A-corps et nait de la volonte de mieux decrire (c’est-a-dire mieux que dans une approxi¬ 
mation de champ moyen) la physique du gaz uniforme d’electron, ou la correlation entre les positions 
des electrons a longue-portee est importante. 

En effet on observe dans un gaz d’electrons des oscillations collectives (dites oscillations de 
plasma) qui sont la consequence directe de la correlation longue-portee entre les electrons. Bohm 
et Pines, qui introduisent la RPA, proposent de placer ces oscillations collectives au centre de la 
resolution du probleme a A-corps, esperant qu’une bonne description des unes apportera une bonne 
comprehension de 1’autre. L’idee premiere[82] est de decoupler, par une transformation canonique, 
les variables des particules de celles du champ. Schematiquement, on passe alors de I’hamiltonien 
habituel du systeme : 


^ ~ ^particules t" ^champ t" ^interaction paiticules/champ 


( 2 . 1 . 1 ) 


a (voir figure 2.1) : 




H, 


particules 


+ A, 


oscillations 


+ H] 


SR 

interaction particules/particules 


( 2 . 1 . 2 ) 



Figure 2.1: A gauche : un schema representant Phamiltonien habituel que Ton voit equation (2.1.1) 
et qui est la somme d’une composante cinetique des particules (fleches bleues pleines), de I’energie 
du champ moyen (arriere plan, en gris) et de I’interaction entre les particules et le champ (fleches 
en zig-zag vertes). A droite : Phamiltonien tel qu’il est ecrit equation (2.1.2), somme d’une com¬ 
posante cinetique (fleches bleues pleines), des oscillations collectives du plasma (double fleches 
droites rouges) et de I’interaction -a courte-portee- entre particules proches (double fleches en zig¬ 
zag vertes). 
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On parvient alors a une description avec deux comportements physiques bien distincts : 
d’une part un compoitement collectif (des oscillations qui s’installent dues a une interac¬ 
tion a grande distance entre les electrons), et d’autre part une interaction explicite ecrantee 
entre des particules proches les unes des autres et pour lesquelles la description en terme 
d’oscillations collectives ne sulht plus. 


Cette separation entre deux comportements (longue-portee et courte-portee) emerge naturelle- 
ment de la transformation canonique et fait intervenir une distance caracteristique. Au-dessus de 
cette distance, la force ecrantee a courte-portee est negligeable et le systeme est domine par les os¬ 
cillations du plasma, et au contraire au-dessous de cette distance la force ecrantee decrit mieux le 
systeme. Autrement dit, en RPA, I’energie s’exprime comme une somme d’energies d’oscillateurs 
(comportement a longue-portee) et d’une correction a courte-portee (interaction residuelle ecrantee), 
ce qui en fait une methode qui semble, par construction, particulierement adaptee a un baitement 
RSH. 

Pour conduire la transformation canonique, Bohm et Pines proposent quelques approximations, 
et notamment celle de ne considerer pour la description des oscillations du plasma que la reponse des 
particules qui sont en phase avec le champ oscillant. La reponse des autres particules, dont les phases 
dependent de leur position et sont done aleatoires, est negligee. C’est I’origine du nom « Approxi¬ 
mation de la Phase Aleatoire » (la figure 2.2 donne un extrait de Bohm et Pines ou 1’approximation 

est motivee). 

(3) We distinguish between two kinds of response of the elec¬ 
trons to a wave. One of these is in phase with the wave, so that 
the phase difference between the particle response and the wave 
producing it is independent of the position of the particle. This 
is the response which contributes to the organized behavior of 
the system. The other response has a phase difference with the 
wave producing it which depends on the position of the particle. 

Because of the general random location of the particles, this 
second response tends to average out to zero when we consider a 
large number of electrons, and we shall neglect the contributions 
arising from this. This procedure we call the “random phase 
approximation.” 

Figure 2.2: Un extrait du premier papier de Bohm et Pines, reference [82], explicitant la motivation 
de r approximation de la phase aleatoire 


Parmi les methodes non-empiriques qui semblent bien decrire les interactions exigeantes la RPA 
est devenue populaire du fait de son large champ d’application, qui va des atomes et molecules[86- 
92] aux solides infinis[93-95]. II a ete montre que la RPA ne donne pas de bons resultats lorsqu’elle 
est utilisee sur des systemes a correlation de courte-portee[86, 96, 97], et avec des bases Gaussiennes 
converge lentement avec la taille des bases[86] : la RPA est done utilisee de nos jours dans un 
contexte RSH[98-102], ce qui semble palier a ces deux desavantages. La RPA a ete utilisee avec 
un certain succes dans la litterature pour decrire des systemes contenant des interactions de Van der 
Waals et en particulier impliquant des forces de dispersion[12, 37, 39, 103-105], qui sont connues 
pour etre difiiciles a traiter[12]. Les interactions faibles en general[86-89, 92,94,95,106-1 10], ainsi 
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que ceitaines dissociations de liaison[86, 88] ont egalement fait I’objet d’un traitement RPA. 


2,2 AC-FDT : Theoreme de Fluctuation-Dissipation avec Connexion 
Adiabatique 

On va voir tout au long de ce manuscrit que la RPA peut etre derivee a partir de points de vue 
fort differents : j’utilise ici comme point de depart I’expression de I’energie de correlation par le 
theoreme de fluctuation-dissipation avec connexion adiabatique[l 1 1-113]. Comme on a vu plus tot, 
la connexion adiabatique est souvent utilisee dans les traitements post-HF ou post-KS, et c’est dans 
ce contexte que Ton rappelle ici I’equation (1.6.9) : 

Ef = da [('PJ Wa I'Va) - (tol l^o)], (1.6.9) 

dont on peut reecrire I’integrande I = W I'Po.) - <<I>ol ^ l®o)], dans une representation avec des 
coordonnees d’espace-spin x et avec le potentiel w correspondant a W : 


I = 


1 

2 


W(X1,X2) [{'¥,\h{xi) («(X2) - d(xi,X2)) |'P„) - (Ool n(xi)(«(x2) - (5(xi,X2)) |®o)] ( 2 . 2 . 1 ) 


On manipule les deux termes en ecrivant I’operateur densite comme un ecart {une fluctuation) 
autour de sa moyenne «(x) = n(x) + Sh{x), ainsi pour n’importe quelle fonction d’onde A : 


(A| n(xi) («(X2) - (5 (xi,X2)) |A) = <A| 6 h{xi) 6 h{x 2 ) |A) + nA(xi)«A(x2) - «A(xi)d(xi,X2), (2.2.2) 

d’ou : 


7 = 


1 

2 


W(X 1 ,X 2 ) [<'P„| 6h{x06h{x2) I'P,) - <®ol 6 h{xi)Sh{x 2 ) |®o) + AnJ , 


avec Aua = nflxi)nflx 2 ) - nflxi)S{xuX 2 ) - «o(xi)«o(x 2 ) + «o(xi)d(xi,X 2 ). 


(2.2.3) 


On retrouve une expression de la correlation comme manifestation de fluctuation autour 
d’une moyenne (celle due au champ statique). On peut her les fonctions de correlation des 
densites {les fluctuations) qui apparaissent dans I’equation (2.2.3) a la partie imaginaire 
des fonctions de reponse du systeme Xa (les dissipations) par le theoreme de fluctuation- 
dissipation de I’equation (2.2.4). 


<Y„|d/2(Xi)(5«(X2)|'P,) = 


-dci> 

2 m 


Xa{^l r> X2, to) 


(2.2.4) 
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On trouve dans la litterature difFerentes fa 9 ons d’ecrire les expressions en relation avec la par- 
tie imaginaire de la fonction de reponse. Les quelques lignes suivantes devraient lever d’eventuels 
doutes sur le sujet[l 14] : 


doj Im = Ini / du) = Im 




doj x{i^). 


(2.2.5) 


et: 


1 /•“ Ip 1 p 

-i / d(jL) x{iid) = - d{i(i>) x{i(^) = - dcox(<^), (2.2.6) 

t J-oo I J-oo I J-oo 

ceci explique, notamment, les versions du theoreme de fluctuation-dissipation trouvees dans les re¬ 
ferences [80, 98]. 

Le lecteur interesse trouvera en Annexe A.l une discussion d’arriere plan sur le theoreme de 
fluctuation-dissipation et diverses discussions sur la fonction de reponse x- On utilise de maniere 
equivalente pour designer les denominations « fonction de reponse » ou « propagateur », qui font 
sens dans des contextes diflerents ou;^' pent apparaitre. Lorsqu’une fonction de reponse est evaluee 
avec des operateurs A = fa et B = r/j (voir A. 1 et A.6. 2), on parle de polarisabilite. 

On trouve finalement pour I’energie de correlation I’expression suivante : 

£.ac-fdt ^ I y da JJ J ^^w(xi,X 2 )[;t'a(xi,X 2 ,w)-A'o(xi,X 2 ,w) + An„] (2.2.7) 


2,3 L’approximation RPA 

L’equation (2.2.7) ne contient aucune approximation, et est une expression exacte de I’energie 
de correlation dans laquelle seules les fonctions de reponse Xa des systemes fictifs le long de la 
connexion adiabatique sont a approximer, par exemple en utilisant la RPA. L’ambition de ce chapitre 
est de donner un certain nombre de details de la derivation des equations RPA. Par soucis de clarte, 
dans cette section, la derivation est legerement simplifiee mais le lecteur trouvera en Annexe A la 
plupart des elements laisses de cote. 

Les expressions que I’on trouve equation (2.2.7) mettent en jeu des objets a deux corps; elles 
peuvent etre vues comme des diagonales d’expressions a 4 points[80] (on utilise la notation 1 = 
Xi) : le potentiel w(l,2) = w(l,2; 1,2) est la diagonale de w(l,2; l',2') , et la fonction de reponse 
^£,(1,2) =^Q,(1,2; 1,2) dexa(l,2.; l',2'). L’expression - exacte - de I’energie de correlation (2.2.7) 
se reecrit alors, avec les objets a 4-points : 


£.AC-FDT _ 



-dw 


2 m 


rw(l, 2; 1', 2') \xa(U 2; 1', 2', u)-Xo(U 2; 1', 2', m) + A«„] 


(2.3.1) 

L’expression de la fonction de reponseest connue exactement, sous la forme de I’expression 
de Lehmann suivante (Annexe A.6.1) : 
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y < a ;( i '¥.( 1 ¥:( 2 ' m ,-( 2 ) ^ ri(2'Wa(2)ra(yw,w 

^ a» - (fia - £,-) + iff -CO - (Sa - £,) + iT]+ 


(2.3.2) 


ou ipi, Si (ipa, So) sont des orbitales et energies occupees (virtuelles). La petite quantite positive 77 —» 
0 assure que xo est analytique, et est une consequence directe de la nature physique du propagateur 
Xo (comme visible dans 1’Annexe A.6.1). 

On est egalement capable d’ecrire^Q, en utilisant une relation de Bethe-Salpeter suivante : 


xM,2;l',2',co)-‘ = xo(l,2; l',2',co)-' - f^^^(l,2; l',2',co) (2.3.3) 


Nous appliquons 1’approximation adiabatique au noyau a quatre points de I’equation Bethe- 
Salpeter, c’est-a-dire que Ton travaille avec un noyau independant de la frequence. Dans 

rapproximation dite "direct-RPA", ou dRPA (voir plus de details section 2.4.2, ainsi que dans I’An- 
nexe A.5) le noyau contient une composante de Hartree seule; dans 1’approximation dite "RPA- 
echange", ou RPAx (voir plus de details aux memes endroits) il contient une composante de Fock, 
i.e. d’echange, supplementaire. Ainsi on approxime par : 


/®®'^(1,2; l',2',w) ^ af’^‘"'^(l,2; l',2') 

avec : /^'’'^(1,2; l',2') = rv(l,2) [(5(1, l')(5(2,2') - {S(1,2')S(2, 1')], (2.3.4) 

ou f permet de passer de dRPA (^ = 0) a RPAx (^ = 1), c’est-a-dire d’exclure/inclure une compo¬ 
sante d’echange dans le noyau de I’equation de Bethe-Salpeter. 


C’est lei que se fait 1’ approximation RPA : tout est formellement exact jusqu’a I’approxi- 
mation du noyau de I’equation de Bethe-Salpeter. Une plus longue discussion sur les ra- 
cines de cet aspect de 1’ approximation RPA pent etre trouvee dans I’Annexe A, de A.2 a 
A.5. 


L’expression finale de I’energie de correlation RPA sous sa forme AC-FDT[89] est done : 

£AC-fdt ['da [f r;^w(l,2;l',2')fLf^(l,2;l',2',m) 

2 Jo i/i, 2 ;i', 2 ' 7 -cc 2m ' (2.3.5) 

-Xa{U2;V,2',co)], 

ou r approximation RPA a comme consequence : Aria = 0. 

A propos de ce terme correctif : lors d’une application dans un contexte de pure DFT, on a 
naturellement une densite egale en tout point de la connexion adiabatique a la densite du systeme 
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reel, c’est-a-dire que dans le contexte de pure DFT, on a sans probleme = 0. Dans n’importe quel 
autre contexte plus general (notamment en RSH vue comme une Generalized Kohn-Sham), ceci n’est 
plus trivialement vrai et doit etre suppose. Toutefois, en RPA, 1’approximation qui consiste a negliger 
les termes de correlation (c’est-a-dire qui consiste a garder les termes de Coulomb et possiblement 
d’echange) dans la self-energy de I’equation de Dyson dont est derivee I’equation de Bethe-Salpeter 
a comme consequence directe que les fonctions de Green a une particule sont constantes le long de 
la connexion, c’est-a-dire que A«„ = 0[80]. 

L’obtention de I’energie de correlation reclame done une double integration (sur la frequence ai et 
sur la constante de couplage a). Plusieurs scenarios sont alors envisageables, selon les modes d’in- 
tegration choisis (analytiques ou numeriques). On preferera pratiquer des integrations analytiques 
sur une, ou sur les deux variables, a 1’utilisation repetee de quadratures. Une integration analytique 
sur (1) la frequence w suivie d’une integration numerique sur (2) la constante de couplage a resulte 
en une formulation ou apparait la partie correlation de la densite a deux particules formulation 
dite "connexion adiabatique" ou "matrice densite"; une integration analytique sur (1) la constante de 
couplage a suivie d’une integration numerique sur (2) la frequence ai resulte en une formulation ou 
emerge la matrice dielectrique, appelee formulation "matrice dielectrique" . Avec une double inte¬ 
gration analytique (c’est-a-dire avec une integration analytique le long de la coordonnee a a partir 
d’une expression de type "connexion adiabatique", ou le long de la coordonnee w a partir d’une 
expression de type "matrice dielectrique" ), ces deux formulations produisent la meme expression 
de I’energie de correlation, dite "formule de plasmon". Dans la suite, je presente : la derivation a 
partir de I’energie (2.3.5) de la formulation "connexion adiabatique", suivie de la derivation de la 
formulation de "plasmon". Finalement, en repartant de I’expression de I’energie AC-FDT (2.3.5), je 
montre la derivation de la formulation "matrice dielectrique", et prouve que Ton peut retrouver la 
formule de "plasmon" par cette voie. 


2,4 Formulation "connexion adiabatique" 

Dans la formulation "connexion adiabatique", I’energie presentee equation (2.3.5) est integree 
analytiquement le long de la coordonnee de frequence tu. En observant I’equation (2.2.3), on introduit 
la partie correlation de la densite a deux particules, Pc,a '■ 


E,,„(xi,X 2) = ('PJ d/i(xi)dn(x2) IT,) - (Ool dn(xi)5«(x2) lOo) + (2.4.1) 

qui, avec le theoreme de fluctuation-dissipation et sous 1’approximation RPA, s’ecrit: 

PZ\h2) = ^[)^^\h2,ca)-xoil,2,CD)], (2.4.2) 

de sorte que I’energie que Ton cherche a calculer ici est: 

= da [[ w(1,2;1',2')p!^!^’'(1,2;1',2'), (2.4.3) 

2 Jo i/l,2;r,2' 

oil P^^'^(l, 2) = P^^'^(l, 2; 1,2) est la diagonale de ^^^'^(l, 2; 1', 2') et est calculee par I’integration 
analytique de I’equation (2.4.2). 
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2.4.1 Forme matricielle 


Ici, de nombreuses notations vont etre introduites qui serviront dans la suite du manuscrit et qui 
sont centrales en RPA. Le seul but de la suite de section est d’exprimer matriciellement les equations 
(2.3.2), (2.3.3), puis (2.4.3). Chaque element de ces equations pent parfaitement etre caracterise par 
une matrice dans I’espace ® -C" ffi ® X"“[2, 92], c’est-a-dire dans la base des produits 
d’orbitales occupees-virtuelles i/r*(l')iAa(l) et virtuelles-occupees i/f*(l')i/',(l). On calcule I’element 
pq, rs de la matrice A qui represente un objet A comme : 


^P,,rs= [ -A^(1')-A;(1)A(1,2;1',2>;(2)^,(2') (2.4.4) 

L’energie de correlation de I’equation (2.4.3) s’ecrit done sous forme matricielle : 


= ^'^aTr(W.P^f), (2.4.5) 

oil « Tr(U) » represente la trace sur I’espace ® -C'"^ © ® X"“, '^pq,rs = (P'51 w \qr) est la 

representation matricielle de w et celle de : 




-dcj 


Ini 


- [Pf'^(ni) - Po(^^)] 


(2.4.6) 


On a, pour les elements de matrice de Dio et caracterisant respectivement;^fo et /' 


j-RPA . 


(ino)(aji - 

(ino)fli,i; = 


SijSab 


(jJ-iSa- £,) + 

SijSab 


-d) - (£„ - £,) + /;?+ 

(ino)fli,,/i = (ino)M,i/ = 0 

= <^r\ w \ps} - f (^rl w\sp} = {qr\ps) - f {qr\sp} 

'OCC ^ rvir ^ rvir ^ nocc , 


(2.4.7) 


Soit les representations matricielles dans F espace X"^‘ ® -C" © -C " ® X"“ de ixo) * et * ■ 


(Pq) * = ~ ^0 

(inRPA^-l = _ Q,]rRPA = 


(2.4.8) 


avec les super-matrices par blocs suivantes (chaque bloc est de dimension egale a Wqcc x «vir): 


1 0 

0 -1 


; ^0 


‘ s 0^ 
0 e 


rRPA 


'' A' B '' 
B A' 


A„ aB 
aB A„ 


(2.4.9) 
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et avec : 


i^liajb = (ib\aj) - ^ {ib\ja} = Ki^jb - ^Jiajb 
(^)iajb = {ab\ij} - ({ab\ji) = Kiajb - 
Af, = e + aA' 


On se souvient que le noyau RPA (voir equation (2.3.4)) est le lieu de 1’approximation, 
et donne naissance a deux approximations distinctes : 1’approximation dRPA et I’approxi- 
mation RPAx. On ne fait pas ici la difference, c’est-a-dire que Ton utilise un formalisme 
decrivant les deux cas de figure; on designe simplement les matrices concemees pas I’ex- 
posant "RPA". 


On est en mesure d’obtenir la representation spectrale de en considerant I’equation aux 
valeurs et vecteurs propres (voir (2.4.8)) : 


— ^a,n^^Q',n'! (2.4.11) 

oil les (jja,n sont les energies d’excitations RPA du mode n. La symetrie du probleme (voir (2.4.9)) 


impose qu’a un vecteur solution Cq,,„ 


^a,n 
y a,n 


, de valeur propre <jJa,n, soit lie le vecteur solution 


r 

^a,-n 


^a,n 

Annexe B.2.1) : 


y a,r 


de valeur propre = -a)a,n- La representation spectrale de est (voir 


n>0 


r r’^' 


r r’'' 

^a-n'*^a-n 


+ W + (^a-n + W 


(2.4.12) 


Dans la formulation "connexion adiabatique", I’integrale en frequence de I’equation (2.4.6) est 
calculee analytiquement par integration curviligne sur un contour du plan complexe superieur (voir 
Annexe B.2.2). On obtient les residus des poles de et Dio : 


P 


RPA 

c,a 


f2>0 


La structure par bloc de est: 


P 


RPA 

c,a 


Y.Yl 

X.Yl 


YaX; 

x,xl 



0 

0 

/ 

0 

\ 

1 

/ 


oil les matrices X„ et Yq, rassemblent les vecteurs x„,„ et ya,n- 


(2.4.13) 


(2.4.14) 
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2.4.2 DiiferentesyZflvori de RPA 


En se rappelant de I’expression matricielle exacte de I’energie de correlation dans le cadre AC- 
FDT : 


£5 = 


da Tr(W^Pc_Q.), 


on pent utiliser I’antisymetrie de ^ pour ecrire une expression equivalente : 


(2.4.15) 


Ef 


da Tr(W°.Pj.,Q.), 


(2.4.16) 


ou Ton distingue la representation matricielle d’origine : W = = {ps\w\qr) (integrales non 

antisymetrisees) de la representation matricielle = {ps\ w \qr} - (pr\ w (integrales antisy- 

metrisees). La notation usuelle {ps\ \qr) pour les integrales antisymetrisees explique la denomination 
II, pour double-barre, par opposition a des integrales {pq\rs) qui donnent lieu a des formulations I, 
pour simple-barre. 

Comme il a ete vu precedemment, est approximee dans le cadre RPA, c’est-a-dire que les 
fonctions de reponse ITIq, sont approximees : elles sont calculees avec un noyau F„ de I’equation de 
Bethe-Salpeter approxime. Utiliser un noyau contenant uniquement des termes de Hartree resulte 
en une approximation dite direct-RPA (dRPA) de la partie correlation de la matrice densite a deux 
particules : dans laquelle seul I’effet de I’ecrantage de I’interaction Coulombienne est pris en 

compte; utiliser un noyau contenant des termes de Hartree et d’echange resulte en une approximation 
dite RPA-echange (RPAx) : pour laquelle on prend en compte I’effet de I’ecrantage de type 

echange. Ces objets approximes ne sont pas parfaitement antisymetriques et les formulations (2.4.15) 
et (2.4.16) ne sont plus strictement equivalentes. Cela donne naissance a quatre expressions[2] de 
I’energie de correlation RPA dans le cadre AC-FDT : 


£fPA-i= 1 f'da 

2 Jo 

£RPAx-II^ 1 

4 Jo 

ou Ton contracte la partie correlation de la matrice 


Tr(w'.P|JPPA) 

(2.4.17a) 

Tr(w“.P;!PPA^ 

(2.4.17b) 

Tr(w'.pPPAxj 

(2.4.17c) 

Tr(w“.pPPAx^ 

(2.4.17d) 

densite a deux particules P^^pa 

ou pPPA’' avec 


les integrales W* ou 

Notons que d’apres I’equation (2.4.16), c’est un facteur un quart qui devrait apparaitre equation 
(2.4.17b). La question semble avoir fait debat dans la litterature, mais le facteur un quart ne doit 
apparaitre que lorsque Ton travaille avec des objets Pc,q. completement antisymetriques. Meme si 
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ce n’est pas le cas d’une maniere exacte pour la version RPAx-II, est approximativement 

antisymetrique, tandis que ce n’est pas le cas du tout pour la version dRPA-II. On ajoute que dans ce 
dernier cas c’est avec un facteur un demi que la limite MP2 est recouvree (voir section 2.4.6), tandis 
que pour RPAx-II la limite MP2 se retrouve avec le facteur d’un quart. 

De la meme maniere que, dans I’equation (2.3.4), ^ permettait d’exclure/inclure I’echange dans 
le noyau de I’equation de Bethe-Salpeter, ici I’expression par bloc de est: 




A' B 
B A' 

/ 


(2.4.18) 


avec : 


Kjb = H- \aj} - ^ {ib\ H- \ia) ^ 

= {ab\ w lij) - ^ (ab\ w IJi ), 

oil cette fois f permet de passer d’une formulation simple-barre (f = 0) a une formulation double- 
barre (^ = 1). L’introduction de cet « intermpteur » f est une idee originale de cette these, et permet 
un traitement completement unifie de toutes les variantes de RPA, comme rendu clair dans la suite. 


Notons que, dans un souci d’alleger les notations, je ne distingue pas les matrices A' et 
B qui sont construites avec ^ dans le but de generer (equation (2.4.10)) de celles qui 
sont constmites avec ^ dans le but de generer (equation (2.4.19)) : elles apparaissent 
dans des contextes differents mais obeissent a la meme demarche d’antisymetriser des 
integrates bi-electroniques (pour inclure I’echange) : les roles des « intermpteurs y> ^ el ^ 
sont completement similaires. 


2.4.3 Equation unique 


L’equation la plus generate possible pour exprimer les energies de correlation de type connexion 
adiabatique (AC-RPA) (2.4.17a), (2.4.17b), (2.4.17c) et (2.4.17d) est: 


Ec = - / da Tr 

2 Jo 


A' B 
B A' 




X„Yt 


Y.Xt 

x„xt 


0 0 
0 1 




(2.4.20) 


oil les elements A' et B peuvent etre definis pour correspondre a un scenario simple-barre ou a 
un scenario double-barre et les elements Xq. et ¥„ peuvent etre obtenus dans un cadre direct-RPA 
ou RPA-echange. (Le facteur un demi doit etre remplace par un quart dans le cas RPAx-II). Le 
developpement de cette formulation donne : 
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Ec 


1 

= -J^ datx {A'. (y„y 1 + X„Xl - l) + B. (x^Y^ + Y„X+)} 

= ^/atr|^(A'+B)(X„ + Y,)(X„+YJ+ 

+ ^ (A' - B) (X„ - Y„) (X„ - YJ+ - A j , 


(2.4.21) 


oil Ton souligne la diminution de dimension par la notation «tr {Uj», la trace sur I’espace 
En definissant Qa = (X^j + Yq.) (X„ + Yt,)' on obtient: 


£, = i i/a trji (A' + B)Q, + ^ (A' - B)Q-‘ - A j , (2.4.22) 

ouronpeutaisementmontrerqu’enelfet(XQ, - Y„)(Xq, - Yq.)' est 1’inverse de(X„ +Yq,)(X„ + Y„)^ 
en utilisant la completude de la base {C„[. 


2.4.4 Eviter le calcul des vecteurs propres 


Obtenir explicitement les matrices X,, et Yq, requiert la resolution de 1’equation aux valeurs et 
vecteurs propres (2.4. 1 1) de (grande) dimension «occ><«vir+«occ><«vii- On pent reduire ces dimensions 
de moitie en comprenant que I’equation (2.4.11) est equivalente[86] a (somme et difference des 
lignes des matrices par blocs): 


f (£ + flA + (tB) (x^^^ + ya,n) ~ ^a,n (^O'.h ya,n} 
(£ + flA — CrB) (\a,n ~ ya,n} ~ ^a,n (,^a,n "t" ya,n} i 


(2.4.23) 


et qu’ainsi les solutions de (2.4.11) sont accessibles exactement par la resolution de I’equation aux 
valeurs et vecteurs propres symetriques de dimension Wqcc x «vir: 


M„Za,„ = ajl„ Za,n (2.4.24) 

oil: 

M„ = (e + aA' - aB) s (e + aA' + aB) (e + aA' - aB) J (2.4.25) 

_ _ _i 1 I 

^a',n ~ yOj(^S + ClA — oB) ^ + ya,n} ~ ^ — (tB) ^ ~ ya,n) ; (2.4.26) 

\a> 

oil on utilise la deuxieme ligne de (2.4.23) pour remplacer le terme (x^j- ya,,,) de la premiere ligne. 
Avec la matrice Mq, et les vecteurs Zy, „ ainsi definis, on obtient pour Qq, : 

= (e + aA' - o-B)^ (M„)“5 (e + a A' - aB)5 (2.4.27) 
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En r&ume, toutes les expressions des energies de correlation RPA dans un cadre AC- 
FDT sont obtenues a partir de Tunique equation (2.4.22), en utilisant des matrices qui 
sont construites uniquement avec les elements e. A' et B, c’est-a-dire sans resoudre ni 
I’equation a grande dimension (2.4. 1 1), ni meme I’equation (2.4.24). L’etape determinante 
du calcul est la construction de (M„) ^. 


Pour elever a la puissance il faut supposer qu’elle est definie positive. Dans la version 
dRPA, on pent verifier qu’en efFet la matrice M,, est bien definie positive; en revanche dans le cas 
RPAx, on pent rencontrer des instabilites qui font que le traitement par I’equation (2.4.27) echoue. 
Dans un formalisme adapte de spin (voir la section 2.6), on pent avoir alfaire a la fois a des instabilites 
singulets (dans le cas ou des liaisons sont dissociees) et a des instabilites triplets (dans des systemes 
tels que le Be2). 

J’insiste a nouveau sur le fait que les matrices A' et B de I’equation (2.4.22) sont constmites avec 
celles de I’equation (2.4.27) sont construites avec 
Pour etre complet, on pent noter qu’une formulation alternative des objets Mq, et existe dans 
la litterature[l 15], et consiste a reecrire I’equation (2.4.23) en : 


£5 (e + aA' + Q'B)e5£ J (x„,„ + ya,„) = (x^,„ - y„,„) 

£5 (l + £“5 (aA' - aB)£“5)£J (x„,„ - yc,„) = CJa,n (Xa,„ + ya,n) 


(2.4.28) 


Comme precedemment, on utilise la deuxieme ligne pour remplacer le terme (x„ „ - ya,n) de la 
premiere ligne, pour obtenir : 


O' a.n a,n a,n 


OU : 


(2.4.29) 


M 


alt 

a 


Z 


alt 

a,n 


(l+£ 2(Q'A'-aB)£ ^£^ + £2 (q-a'+ aB)£2^ (l + £ ^ (aA' 

Vw (l + £“5 (aA' - aB) £“5) " £“ 1 + y„ „) 


-aB)£ 

(2.4.30) 


(2.4.31) 


L’interet de cette formulation est I’expression sous la forme (1 + x)^ qui ouvre la voie a des 
approximations d’expansion de Taylor lorsque Ton est amend a calculer M^. Notons que si Ton 
cherche a exprimer la matrice M„ de la meme maniere, on trouve : 


M„=£4^1+£ ^aA'-aB)£ 1 (£^+£^aA'+ aB)£2j£ i(l+£ l(aA'-aB)£ 

(2.4.32) 


qui n’est pas en general egal a M“'‘. 
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2.4.5 Approximations dites "-Ila" 


On a conserve un formalisme le plus general possible, qui englobe toutes les combinaisons (d/x)x 
(I/II). Notons simplement ici que pour les energies de correlation simple-barre on a : A'^ = = K, 

c’est-a-dire (A' + B)' = 2K et (A' - B)' = 0, d’ou I’expression particulierement simple de I’equation 
(2.4.22) : 


= ^J^datr {(Qf - l) k) , (2.4.33) 

ou les exposants d/x rappellent que les matrices impliquees dans la construction de Qq, sont expri- 
mees dans un cadre dRPA ou RPAx. On pent egalement approximer les equations (2.4.22) dans les 
cas double-barre pour ressembler aux equations simples (2.4.33) des cas simple-barre[2\. On ecrit: 


Q, = 1+P„ et Q;' =(l + P,)-‘^ 1-P, =2-Q„, (2.4.34) 

ce qui reduit les equations des energies dRPA-II et RPAx-II aux approximations dRPA-IIa et RPAx- 
Ila: 

£dRPA-iia = 1 yT‘ tr {(Qf - l) B“) (2.4.35) 

^RPAx-iia ^ 1 /■ tr{(Qf'^’' - 1 )b“} (2.4.36) 

4 Jo ' ' 


2.4.6 Limites MP2 au second ordre de I’interaction 


Avec une theorie des perturbations basee sur 1’interaction electron-electron, on pent montrer que 
dans une approximation au second ordre les energies de correlation des versions dRPA-II, RPAx-I 
et RPAx-II correspondent a I’energie MP2[2, 46, 64]. On cherche a determiner les corrections de 
premier ordre d’une expansion en puissance de a : 


ojfy — ojq n -H crtuf + . . . 

(2 4 37") 

C„,„=Co,„+aCf+ ..., ^ 

Notons que pour cr = 0, le systeme des equations (2.4.11) est considerablement simplifie : on 
a yo.n = 0 (ceci est rendu clair en considerant les equations (2.4.23)), et Ton est amend a resoudre 
exo,„ = wo,„Xo,„ : les modes n correspondent a des transitions i —» a du systeme de reference, les 
valeurs propres sont les elements diagonaux de e : aio.n = £a - £,, et les vecteurs propres sont de la 
forme : 
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0 


position n 


(2.4.38) 


Avec les expressions de et C„,„ donnees (2.4.37), I’equation (2.4. 1 1) multipliee a gauche par 

C! , cl et cl fournit les informations suivantes : 

0 ,/?’ 0,01 0,-01 


- Cl_„WCo,„ - 

C' ACl‘)- 


A' 

^m,n 


'' 0,02 


"^0,02 + <^0,o 


Sm + En 


'' 0,-02 


AC« - 


R' 

^m,n 


^0,m "t" ^0,n 


(2.4.39) 

(2.4.40) 

(2.4.41) 


oil Ton applique simplement la definition Co,„ = 


In 

0 


' 

. lei les indices m et m se confondent avec les 


super-indices ia et jb. Pour obtenir une expression de Cj/^ on somme sur m les equations (2.4.40) et 
(2.4.41) multipliees a gauche respectivement par ACo,„! et ACo,-m pour obtenir : 


A' 


Z + Z ACi‘) = -^ACo,™ + X (2.4.42) 


Em “I" Ef2 


“I" 


On utilise a gauche du signe egal la resolution de I’identite 2m Co.mCj ^ + 2m Co-niCj = 1 (ou 
e’est I’orthogonalite Cj^jACl*^ = 0 qui permet d’ajouter le terme m = n) ainsi que I’identite A^ = 1 
pour obtenir : 


Cl'^ ^ 


( ^(1) 'I 

JLn 

A' 

^m,n 

( 1 

^ \ ^ ^m,n 

0 

yd) 

V *7 0 ^ 

^ -Em + En 
mtn 

0 

\ > 

' ^ p p 

^ “ *22 

, “1" . 


(2.4.43) 


Pour ecrire I’energie RPA generale de I’equation (2.4.22), on a besoin des matrices Q,, et : 


Q, = (X„ + YJ(X, + YJ^ 

~ ^ (Xo',n ya,n) (Xa',n ya,n) 
n 

= (l„ + axl*) + ayl‘>) (ll + axl'^’'' + + 0{a^) 

n 

= Yj + O' ^ (yl'^ll + + Oia^) (2.4.44) 

n n n 
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Le lecteur trouvera aisement que les trois sommations sur les modes n sont, respectivement: la 
matrice identite 1, zero et -2B ou on definit: 

c’est-a-dire : - (2.4.45) 

Sm "I" 

Ainsi les matrices Q et Q“' (que Ton obtient par un meme raisonnement) s’ecrivent-elles : 


= 1 - 2aB + Oia^) (2.4.46) 

Q“‘ = 1 + 2aB + 0(a\ (2.4.47) 

ce qui mene a 1’approximation au second ordre de I’energie (2.4.22) : 




da tr 


- (A' + B) (l - 2aB) + - (A' - B) (l + 2aB) - A' I = 


da tr j-2aBBj, 
(2.4.48) 


ou B est construit avec 1’« interrupteur » ^ des formulations I/II et B avec 1’« intermpteur » f pour 
les formulations dRPA/RPAx. Ainsi les expressions des approximations au second ordre des quatre 
versions de RPA sont: 


^dRPA-I(2) 

27dRPA-n(2) 

^RPAx-I(2) 

^RPAx-II(2) 


1 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

4 



da tr 1 

[-2aKK) 

1 

= --tr 
2 

|KKl 

1 _ ^dMP2 

da tr 1 

[-2aBK) 

1 

= - -tr 
2 

(BK| 

_ £-MP2 

da tr 1 

[-2q'KB) 


(KB| 

_ £MP2 

da tr 1 

[-2aBB) 

= -5''l 

BB| 

_ £.MP2 


(2.4.49) 


Ainsi toutes les versions de RPA se reduisent a une energie MP2 au second ordre de la per¬ 
turbation, sauf la version qui se reduit a une version "directe" de I’energie MP2[67, 

86], c’est-a-dire une version de I’energie MP2 sans terme d’echange. 


2,5 Formulation de "plasmon" 

On s’interesse ici a une formulation, dite "de plasmon"[92, 116], des energies RPA ou les deux 
integrations de I’equation (2.3.5) sont realisees de maniere analytique. Dans cette section, on integre 
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analytiquement sur la constante de couplage a des expressions du type (2.4.5), ou I’integration sur 
la frequence o) a deja ete effectuee, pour obtenir une formule de plasmon. Plus tard dans le chapitre, 
on montrera que Ton pent obtenir la meme formule en integrant analytiquement sur la frequence co 
une expression de I’energie RPA deja integree sur la constante de couplage a. 


2.5.1 Equation aux valeurs et vecteurs propres 


Pour des raisons qui seront rendues claires dans la suite, on va trouver utile d’exprimer de maniere 
compacte les n equations : 




(2.4.11) 


en ecrivant: 




(2.5.1) 


oil Ton definit: 


Ca 

T 

i2noccnvir-noccnvir) 


Y„ 


(Cq.,! Ca.^2 ■ ■ • ^a,n) 


X„, 

iXq-_2 ■ 

■ • ^a,n 

Ya, 

iY,,2 . 

Y 

■ ■ ^ a,n 


(2.5.2) 


et la matrice $2^ qui porte les valeurs propres oja^n sur sa diagonale. Chaque colonne des matrices a 
gauche et a droite du signe egal de I’equation (2.5.1) correspond aux vecteurs a gauche et a droite du 
signe egal d’une equation (2.4.11). 


2.5.2 Derivation 


Souvenons-nous a nouveau ici que les matrices de I’equation (2.4.11) sont exprimees dans un 
cadre direct-RPA ou RPA-echange (approximation du noyau /®^®); ce fait est souligne dans la suite 
par les exposants "d/x". La normalisation de I’equation (2.4.11) : 


Cyd/x.t „d/x,tx 


' 1 

0 

„d/x 

^a,n 

0 

\ 

-1 

/ 

d/x 

V J cr,n / 


. d/x,tyd/x , 
^a,n ^a,n 


d/x,t„d/x 
J a,n J a,n 


(2.5.3) 


permet d’ecrire les relations suivantes pour : 




(2.5.4) 

(2.5.5) 
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En derivant 1’equation (2.5.5), on obtient: 


d<jj' 


d/x 


'« _ (pd/x.T 

da 


tdA! 


d/x 


da 


^rv —M '-'/V —n ^rv —r. 


(2.5.6) 


ou la derivee de la matrice construite avec ^ = 0 ou ^ = 1, correspond aux matrices 
construites avec ^ = 0 ou ^ = 1. On reprend done les expressions des energies de correlation pour 
lesquelles (2.5.6) est applicable, e’est-a-dire pour lesquelles ^ ^ (equations (2.4.17a) et (2.4.17d)). 

En considerant la definition de la partie correlation de la matrice densite a deux particules (2.4.13), 
1’invariance de la trace par permutation circulaire, et en integrant sur la constante de couplage, on 
obtient: 


rdRPA-I 

^RPAx-n 


1 

2 

1 

4 


V 1/ARPA 

Zj 

rt ' 

Z l ^ RPAx 
"l,n 

n ^ 


- 0) 


dRPA 

0,n 


- 0) 


RPAx 

0,n 


) 

do- aJ 


(2.5.7) 


ou les deux energies de correlation RPA s’ecrivent comme la difference entre les energies d’exci- 
tation RPA a pleine constante de couplage (w^*[ „) et la somme des ordres zero et un des energies 


d’excitation RPA : + 

0,n 


do" 


0=0 


On retrouve dans cette formulation des energies RPA la vision physique qui a motive la 
derivation de I’approximation RPA par Bohm et Pines, e’est-a-dire I’idee que I’on pent de- 
crire le comportement des electrons (a I’origine : dans un plasma) par une somme d’hamil- 
toniens de type oscillateurs harmoniques, nontenant la physique de I’energie de correlation 
longue-portee (voir 2.1). 


On pent reecrire les termes d’ordre zero et un comme : 


d/x daig^n 

"d" da 


d/x 

— /,» ' 


= W-'- + = C^^’‘d^0.d/x^d/x ^ ^d/x,tyl/llf.^x ^ j.d/x.t^d/xj.^x 

0,« 0,-n 0,-n 0,-7J 0,-7j 0,-7J 0,-n 0,-« 1 O.-w’ 


(2.5.8) 


et, en notant qu’imposer yQ._„ = 0 dans (2.4.11) revient a poser B = 0 (voir les equations (2.4.23) 
pour s’en convaincre): 




(0 Xo,„) 

' e +A' 

0 


0 


0 

\ 

£ + A' 

/ 

, *0,« ^ 


TDA,d/x 

= W, „ 


(2.5.9) 


OU I’on voit que la somme des ordres zero et un correspond a une approximation Tamm-Dancoff des 
excitations RPA[117, 118] a pleine constante de couplage. On voit egalement que les sommes sur 
les modes n des equations (2.5.7) peuvent s’ecrire avec des traces, comme suit: 
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rdRPA-I 1 V' - ,dRPA , dTDA 1 IodRPA „ * /dRPA 

~ ^ 2 ^ -s-A 

n 

r.RPAx-11 ^ 'V . ,RPAx , TDAx ^ I oRPAx „ * /RPAx 

=4Zj"i." ~^i.n -£-A 

n 


(2.5.10) 


2.5.3 Formulation avec equations de "Riccati" 


On pent montrer que I’equation (2.5.1) est equivalente[106] aux equations dites de Riccati, c’est- 
a-dire que : 


A„C„ = AC,12, ^ R„[T„] = 0, (2.5.11) 

(^) 

ou RJT„] sera explicite dans la suite. L’implication de gauche a droite (a) se demontre en multipliant 
I’expression par blocs de (2.5.1) a droite par X“* : 


e + aA' 

aB 


' 1 ' 


' 1 ' 

aB 

V 

e + a A' 

/ 



, -y«Xq‘ , 


(2.5.12) 


En multipliant a gauche par 


Y.X-‘ 

1 


'' 

on trouve que si Cq, 


Y„ 


' 

est solution de 1’equation 


(2.5.1) , alors un objet Tq. definit comme Tq, = Y(j,X„* respecte I’equation de Riccati suivante : 


R(i-[Tq.] — O'(B + A Tq. + TqA + TqBTq) + cTq + T^c — 0 (2.5.13) 

A rinverse, {b) : en supposant que Ton a resolu 1’equation de Riccati pour Tq, on pent « tou- 
jours » ecrire une decomposition de Schur : 

e + a (A' + BTq) = XqSqX^ (2.5.14) 

L’equation (2.5.13) impose alors que : 

sTq + rr (B + ATq) = “Tq (c + q'(A^ + BTq)) = —TqXqSqXq (2.5.15) 

En multipliant les equations (2.5.14) et (2.5.15) a droite par Xq et en definissant Yq = TqX„, on 
obtient: 
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e - 1 - aA' 

aB 


X 1 


1 0 

X 

aB 

V 

e + aA' 

/ 



0 -1 

\ / 



(2.5.16) 


qui est I’equation aux valeurs et vecteurs propres (S„ n’est pas diagonale mais contient sur sa diago- 
nale les valeurs propres de la matrice RPA Aq,). De plus on peut reecrire les equations de plasmon 
(2.5.10) en fonction de T = Ti (de nouveau, il faut se rappeler que toutes ces matrices peuvent etre 
ecrites dans un cadre dRPA ou RPAx): 


£dRPA-I-Riccati _ }_ jgdRPAjclRPAj 

^ (2.5.17) 

^RPAx-II-Riccati _ }_ |gRPAxrpRPAx| 

en considerant la premiere ligne de I’equation matricielle (2.5.12), ou I’equation (2.5.14). 

On retrouve avec cette formulation (energies RPA calculees avec des amplitudes determinees 
par des equations de Riccati) des equations qui peuvent etre derivees en theorie Coupled Cluster. 
La version Coupled Cluster Double (CCD) met en effet en jeu des equations qui ressemblent beau- 
coup aux equations de Riccati, et il a ete montre que la RPA est en fait completement equivalente 
a une approximation "ring" de ces equations Coupled Cluster Double (CCD). Plus precisement, la 
version dRPA-I correspond a 1’approximation dite drCCD (direct-ring CCD) et la version RPAx-II 
correspond a 1’approximation rCCD (ring CCD). A ce jour, toutes les formes alternatives de RPA 
concevables dans le cadre rCCD n’ont pas d’analogues facilement reconnaissables dans la formula¬ 
tion "connexion adiabatique". D’ailleurs, une correspondance stricte n’existe que pour les variantes 
dRPA-I et RPAx-II[l 19-121]. 

Pour ce qui est de la resolution des equations de Riccati (2.5.13) pour a = 1, on separe les parties 
diagonales et hors-diagonales de la matrice A', pour ecrire : 


+ Adiag+) T -H T (e -H A^i^g) - - (b -I- -i- -H TBT) , 

que Ton resout par une procedure iterative : 


(2.5.18) 


r^in) 

^ ia.Jb 




iajb 


(e + A' I -H (e -I- A' ) 

V diagy,„,o V dmgj 


(2.5.19) 


jb.jb 


L’experience montre que le meilleur choix pour I’iteration 0 de I’amplitude est le suivant: 


y,(0) 

^ icijb 


B, 


iaJb 


[e + A' ) -H (e -I- A' ) 

V <iiag;,„_,„ V iiagljb^jb 


(2.5.20) 


qui fait penser a une partition Epstein-Nesbet en theorie des perturbations. On peut aussi tout a fait 
ecrire une iteration 0 qui ressemble plus a une partition de type Mpller-Plesset: 
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( 0 ) 


B. 


iajb 


iaJb 


^ia,ia ^jbjb 


(2.5.21) 


qui nous ramene a I’analyse perturbative que Ton arealisee section 2.4.6 et qui a montre qu’a I’ordre 
deux, les versions de RPA correspondent toutes a une version de MP2 (eventuellement direct-MP2). 

La partition de type Epstein-Nesbet conduit en general de maniere plus sure vers une solution 
stabilisante des equations de Riccati. 


2,6 Adaptation de spin 

Toutes les matrices montrees jusqu’a present sont ecrites en spin-orbitales, mais les implemen¬ 
tations sont faites en orbitales spatiales, c’est-a-dire apres une adaptation de spin[2]. Cette etape 
ne comporte cependant pas de difficulte particuliere : toute matrice X utilisee dans les derivations 
precedentes pent s’ecrire : 


X'l'i' j'j' 


0 

0 


Xii.ii 

0 

0 

0 

0 



, 0 

0 

XiT.n 

XiT.iT 


( 2 . 6 . 1 ) 


(ceci est une consequence du fait que les integrales bi-electroniques ne peuvent etre non nulle 
que pour des paires de spin identiques, voir Annexe C.l). Le premier bloc est appele no-spinflip 
block (il represente des excitations qui ne changent pas le spin des electrons), le deuxieme est appele 
spinflip block (il contient des excitations qui changent le spin des electrons). La transformation ; 



110 0 

1-10 0 

0 0 11 

0 0 1-1 


( 2 . 6 . 2 ) 


permet d’ecrire des matrices adaptees de spin X = U^XU. Le lecteur est vivement invite a se 
convaincre que toutes les matrices constmites de cette maniere en RPA sont bloc-diagonales (voir 
Annexe C.l), avec une composante singulet et trois composantes triplets : 


‘x 0 0 0 

0 ^°X 0 0 

0 0 ^‘x 0 

0 0 0 ^-‘x 


(2.6.3) 


On retrouve ici des matrices sans spinflip (singulet *X et triplet ^’°X) et les matrices spinflip 
(triplets ^’*X et ^ “'X). Toutes les matrices rencontrees dans les derivations sont constmites a partir 
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des matrices e. A' et B formulees soil dans un cadre dRPA ou RPAx, soil - avec des formules 
exactement similaires - dans un contexte simple-barre ou double-barre. L’adaptation de la matrice e 
est triviale, et les adaptations de spin de A' et B s’ecrivent: 


li/d/x 
^ I/II 

0 

0 

0 


"l/ll 

0 

0 

0 

0 

3 */d/x 
^ I/II 

0 

0 

• = 

0 

"l/II 

0 

0 

0 

0 

3 A'd/x 
^ I/II 

0 

’ "lAi 

0 

0 

3|>d/x 

"l/II 

0 

, 0 

0 

0 

3 A'd/x 
^ I/II 1 


, 0 

0 

0 

3|>d/x 
"l/II / 


(2.6.4) 


avec : 


=2K-</^ 
‘B^^ =2K-f4K' 


(2.6.5) 


oil les integrales K, K' et J sont a present evaluees avec des orbitales spatiales. Je veux rappeler ici 
une nouvelle fois, avec les notations « », le fait que 1’antisymetrie de ces matrices est « allumee » 

par des « intermpteurs » completement similaires; I’intermpteur correspondant aux situations "d/x" 
est 4”, celui correspondant aux situations "I/II" est Ainsi les matrices sont les memes lorsqu’elles 
sont constmites dans des contextes dRPA (^ = 0) et simple-barre (f = 0), et les memes egalement 
dans des contextes RPAx (^ = 1) et double-barre (f = 1). Avec les expressions des matrices A' 
et B en main, on pent montrer simplement que toutes les expressions d’energies comportant des 
matrices dRPA et/ou des matrices simple-barre (c’est-a-dire les expressions de type dRPA-I, dRPA- 
II et RPAx-I) ne font pas intervenir de contribution triplet; seules les expressions de type RPAx-II 
font intervenir des contributions triplets (voir Annexe C.2). 

Dans la suite de la these, la plupart des derivations (autour des orbitales localisees, des gradients 
des energies RPA, etc... ) utilisent la formulation avec equation de "Riccati", c’est done sur cette 
formulation que Ton se concentre ici. Les proprietes de symetrie des amplitudes T[122] imposent: 


‘T 

0 

0 

0 


0 

3t 

0 

0 


0 

0 

3t 


( 2 . 6 . 6 ) 


0 -^T 

L’adaptation de spin de I’equation de Riccati dans le cas de figure dRPA-I est done : 


0 = -h 

Une fois les amplitudes singulets 
premiere equation (2.5.17) : 


It-,. ‘T-i-s‘T- 1- ‘Te (2.6.7) 

*T connues, I’energie est donnee par I’adaptation de spin de la 
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^dRPA-I-Riccati 

que Ton peut completer en introduisant une antisymetrie a posteriori, par : 

£dRPA-I-SOSEX ^ 1 j 1 jjRPAx l^j ^ (2.6.9) 

dans une approximation dite Second Order Screened Exchange (SOSEX)[102, 123]. La denomi¬ 
nation provient du fait que le diagramme du terme ajoute pour passer de (2.6.8) a (2.6.9) est le 
diagramme d’echange au second ordre en theorie des perturbations. On peut noter a ce propos que la 
version dRPA-II (voir equation (2.4.17b)) est tres similaire par constmction au SOSEX, mais indue 
des ordres superieurs d’echange ecrante. L’approximation de la version dRPA-II, que I’on a nommee 
dRPA-IIa, est de fait une approximation qui se rapproche du SOSEX (voir (2.4.35), oil I’on tronque 
les ordres de Pq, ; se rappeler que et B*' sont les memes matrices). Le lien entre la formulation 
SOSEX derivee id par un formalisme avec equation de "Riccati" (c’est-a-dire par un formalisme 
"CC") et 1’approximation dRPA-IIa derivee dans un contexte AC-FDT a ete clarifie dans les refe¬ 
rences [124] (oil la version dRPA-IIa est d’ailleurs notee AC-SOSEX) et [125]. La variante dRPA-II 
derivee dans le contexte "connexion adiabatique" peut etre legitimement appeler Screened Exchange 
(SX) pour signifier le fait que le role de I’echange est plutot passif, et il est ecrante par la fonction 
reponse du systeme. 

Dans ce contexte, Hesselmann a recemment propose une version qu’il nomme RPAX2[126], et 
qui consiste a introduire I’echange dans les equations des Riccati en ecrivant: 


2 ' 


iBd 


( 2 . 6 . 8 ) 


Q ^ IgRPAx ^ IgRPAx Irp Irp IgRPAx ^ Irp 1 gRPAx Irp + g Irp ^ 1 (2.6.10) 

avec 1 ’expression de I’energie : 

£Rpax 2 ^ 1 trjiBdRPAiT} ( 2 . 6 . 11 ) 

On retrouvera cette version de RPA dans les derivations du formalisme "matrice dielectrique". 

L’adaptation de spin du cas de figure RPAx-II oblige a resoudre une equation de Riccati pour *T 
et pour : 

0 _ IgRPAx _|_ 1^/RPAx I'j’ _|_ 1^/RPAx _|_ Irji IgRPAx ^^ ^'J’ _|_ 

0 = 3gRPAx 3^/RPAx 3rp 3rp 3^/RPAx 3rp 3gRPAx 3rp ^ 3rp 3rpg (2.6.12) 

L’energie est alors donnee par I’adaptation de spin de la deuxieme equation (2.5.17) : 


-I- 3 ^b^pax 

L’energie peut egalement etre obtenue de maniere theoriquement equivalente, mais en pratique 
diiferente (tout comme les equations (2.4.17c) et (2.4.17d) sont en theorie equivalentes mais sont 
distinctes puisque P^.q. est approximee) par : 


(2.6.13) 


^RPAx-II-Riccati _ _ | 


IgRPAx Irji 
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£RPAx-II-S02 ^ 1 I IgdRPA l^j ^ (2.6.14) 

et, pour des raisons moins directes, approximee par : 

£RPAx-II-S 01 ^ 1 IgRPAx ^ _ 3^)} (2.6.15) 

Ces deux demieres versions des energies RPA sont labellisees "SOI" et "802" car elles ont ete 
originellement proposees par Szabo-Ostlund [127, 128] comme approximations d’ordre zero d’une 
procedure RPA auto-coherente[129, 130]. 


2,7 Formulation "matrice dielectrique" 


[NOTE: Les derivations qui suivent on depuis ete conduites plus elegannnent dans un travail 
en cours de publication, ou 11 est fait usage de fonctlons de matrices.] 

Dans la formulation "matrice dielectrique", I’energie AC-FDT (2.3.5) est integree analytique- 
ment le long de la coordonnee de constante de couplage a. On reprend les equations (2.4.5) et 
(2.4.6) pour ecrire I’energie de correlation RPA : 


£AC-fdt ^ ^ Tr{n„(«)‘'/’‘WV“ - no(n.)W'^'}, 

oil il est pratique ici d’exprimer Dio comme : 


(2.7.1) 


ino(z) = 

et oil □^'^’‘(z) obeit a I’equation de Bethe-Salpeter : 


-(e - zl) ' 0 


' n+(z) 0 

0 -(e + zl)“' 


, 0 n-(z) ^ 


(2.7.2) 


nf (z)-‘ = no‘(z) - o nf (z) = (i - ano(z)W‘^/’‘)'‘ no(z) ( 2 . 7 . 3 ) 

L’expansion en serie de Taylor de la deuxieme formulation de Tequation de Bethe-Salpeter donne 
une expression de Tenergie : 


£AC-fdt ^ _ 1 no(/tu)W'/i'} (2.7.4) 

Comme dans les sections precedentes, cette formule est generale et pent en theorie correspondre 
a tons les scenarios (d/x) x (I/II). On cherche, comme precedemment, a reduire les dimensions du 
probleme, c’est-a-dire a passer d’une trace « Tr {U| » sur Tespace a une trace 

«tr (U| » sur Tespace ® -C"- On ne pent pas ici continuer la derivation generale de maniere tres 
avancee. II nous faut considerer au cas par cas les versions (d/x) x (I/II). 
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2.7.1 dRPA-I 


Dans le cas dRPA-I, on a : = W* 

tion. On remarque notamment que : 


K K 
K K 


ce qui simplifie considerablement la deriva- 




nj(!w)K 

^ no(!w)K 


n+(/w)K 

no(/ai)K ^ 


tr{(no(/«)Ky-i, 


(2.7.5) 


ou IloCitn) = np(!(x() + no(/a)). Ainsi I’equation (2.7.4) est-elle integree analytiquement le long de 
la coordonnee a, pour donner (apres avoir reconstitue 1’expansion de Taylor d’un logarithme): 


£dRPA-i ^ 1 ^ ^ _ no(/n;)K) + no(MK!, (2.7.6) 

ou Ton reconnait en effet la representation matricielle de la matrice dielectrique e(ioS) = l-no(/6L))K, 
justifiant le nom donne a cette formulation. 


2.7.2 dRPA-II 


Le cas dRPA-II est deja bien plus complique : la structure de bloc de ne permet pas une 
reduction de la dimension aussi simple que precedemment. On considere T expression suivante pour 
W°, separee en une matrice principale et une correction : 


= 

' A' 

B 



B 

B 

+ 

A' - B 0 


B 

\ 

A' 

/ 


B 

\ 

B 

> 


0 A' -B 

\ / 


(2.7.7) 


de sorte que la trace de I’equation (2.7.4) s’ecrit: 


Tr< 


n-K n-K 

n-K n-K 


n^B njB 

^0 ® IIq B 


njK njK 

n-K n-K 


nj(A' - B) 


0 


0 n-(A' - B) 

(2.7.8) 


Cette expression se reduit a un terme dominant tr j(noK)" *noB| suivi d’une correction de la 
forme : 


tr {(njK(noK)"-2nj + noK(noK)"-2no-) (A' - b)} ( 2 . 7 . 9 ) 
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On pent montrer que le terme d’ordre 2, n = 2, de la correction ne contribue pas a I’energie de 
correlation. En effet, les deux elements de I’integrande, impliquant I’un IIq et I’autre nj, produisent 

la meme integrale - on le volt par le simple changement de variable a> <- cj. Cette integrate est 

nulle par vertu du theoreme de Cauchy : les poles, par exemple de IlgKIlQ, sont tous situes dans le 
meme plan complexe, permettant ainsi de fermer un contour dans 1’autre (voir 1’Annexe B pour plus 
de details concernant 1’integration complexe). On suppose de plus que les corrections des termes 
d’ordre superieur, n > 2, sont negligeables. On trouve done I’equation : 

£dRPA-iia ^ _ 1 ^ g tr{(no(MK)'-‘ no(MB) (2.7.10) 

On note qu’une integration sur a> nous permet de retrouver I’equation (2.4.35) de 1’approximation 
dRPA-IIa, derivee dans le cadre du formalisme "connexion adiabatique". Id, une integration sur a 
donne (apres reconstitution de I’expansion de Taylor): 


£dRPA-IIa ^ 1 ^ g jiQg (J _ no(lcu)K) K-‘B + no(MB} 


(2.7.11) 


Comme on a vu dans la section 2.6, T approximation dRPA-IIa est tres proche de T approximation 
SOSEX derivee a partir de la formulation direct-ring-CCD. Le caractere « second ordre » de SOSEX 
est rendu tres clair dans cette derivation, ou I’on neglige les termes correctifs d’ordres superieurs a 2 
de I’expansion (2.7.8). 


2.7.3 RPAx-Ia 


De maniere tres similaire au cas dRPA-II, on exprime la matrice W’‘ qui apparait dans la formule 
de I’energie RPAx-I comme : 



' A' 

B 



B 

B 


A' - B 0 

W’' = 

B 

\ 

A' 

/ 

— 

, B 

B 

/ 

+ 

, 0 A'-B, 


(2.7.12) 


de sorte que, dans I’equation (2.7.4), la matrice elevee a la puissance « - 1, (ino(/6L))W’‘)" *, s’ecrit a 
present, au premier ordre de la matrice de correction : 




njB Hg-B 

Hq B Ilg B 


x7?-l 


E 

p=i 


n-B njB 

Hq B Ilg B 


xn-l-p 


nj(A' - B) 

0 


0 

n-(A' - B) 


njB n-B 

^qB IlgB 

(2.7.13) 
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Formulation "matrice dielectrique" 


oil rapproximation la plus simple de I’expression RPAx-I (negliger toute contribution provenant de 
la matrice corrective) donne : 


1 /* 1 /•CO T ^ 

£RPAx-ia ^ ^ ^ tr {(no(MB)"-‘ no(ini)K}, (2.7.14) 


dont I’integration le long de la coordonnee a fournit (apres reconstitution d’un logarithme): 


^RPAx-ia ^ 1 y" g tr{log(l - no(MB)B-‘K + no(MK} (2.7.15) 

Notons que cette approximation pent etre consideree comme un analogue dans un formalisme 
AC (connexion adiabatique) de la methode RPAX2 de Hesselmann[126], qui est basee sur des consi¬ 
derations plutot d’ordre pratiques, dans le cadre rCCD. Le bien-fonde de cette methode reste tout de 
meme une question ouverte, car il est difficile d’associer a cette approche une fonction de reponse 
bien definie. 

En travaillant 1’expression dans le formalisme "connexion adiabatique" de cette variante, il de- 
vient clair que la reponse est traitee a un niveau "RPAx", c’est-a-dire que Ton peut ecrire = 

gi/2(MRPAX)-i/2gi/2 _ ^ ^ 2aB)e^^\ Toutefois, la signification physique de la 

matrice reste a comprendre dans un contexte reponse lineaire. 


2.7.4 Retrouver la formulation de plasmon 


A partir de 1’expression dRPA-1, on peut retrouver la formule de plasmon correspondante, ori- 
ginellement derivee (voir equation (2.5.10)) par une integration analytique (1) sur la frequence ai 
suivie d’une integration analytique sur (2) la constante de couplage a, en faisant cette fois tout 
d’abord une integration analytique (1) le long de la coordonnee a puis une integration analytique sur 
(2) la frequence a> (c’est-a-dire une integration analytique de I’equation (2.7.6) sur la frequence tu). 
Reprenons I’equation (2.7.4) avec les expressions correctes pour le cas dRPA-1: 

£dRPA-i ^ _ 1 y ‘ ^ y Jj. j(no(in2)K)") (2.7.16) 

2 Jo J-^ 2n ^ 

L’expansion en serie de Taylor peut etre reconstitute pour obtenir : 

^dRPA-i = --J da J ^ tr{(l - ano(!w)K)-‘no(/w)K - no(MK}, (2.7.17) 

ou Ton peut definir nQ,(z), qui obeit a I’equation de Bethe-Salpeter de plus petite dimension : 

n„( 2 )-‘ = n„-'(z) -aK o n„(z) = (1 - ano(z)K)-‘ no(z) (2.7.18) 
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Muni de cette equation de Bethe-Salpeter, on voit que I’integration sur la constante de couplage 
a de I’equation (2.7.16) pent s’ecrire (apres reconstitution de I’expansion de Taylor): 

= \J_ ^ tr {log(no(Mn7‘(M) + no(MK} ( 2 . 7 . 19 ) 

Cette equation reclame que Ton travaille sur les termes tr {log {no(!tu)n]'*(/(jj))| et tr {no(/(jj)Kl. 
On donne les expressions explicites de no(/a)) et nji,(/(jj)“' suivantes : 

no(/a)) = nn(/w) + nn(/(jj) = -= -2e5 (s^ + (J-\\ £5 

e - iwl e + 10)1 + 0)^1 ^ ’ 

( 2 . 1 . 20 ) 

nu,(/6L))“* = “ 2Q'£JKe5^£“J = (Mij. + o)^l'je~^ (2.7.21) 

avec : 

M„ = ei (£ + 2 q'K)£J , (2.7.22) 

oil Ton retrouve la matrice Mq, rencontree dans la partie concemant le formalisme "connexion adia- 
batique" (voir I’equation (2.4.25) adaptee au cas dRPA) dont I’expression en terme de valeurs et 
vecteurs propres est: M^Zu, = Le deuxieme terme que Ton doit clarifier donne aisement: 

tr{no(MKi = trj^^^l = - tr{(e2 + n;2l)'‘ (Mi -£2)| (2.7.23) 

Le premier terme est plus complique a mettre en place. On a (voir equations (2.7.20) et (2.7.21)) : 

tr|log(no(/w)n7'(M)) = tr|log^£i (e'^ + ’ (Mi +nj^)£“5j| 

= tr|log^l+£J {£^ + {Mi - £^^£“5 , (2.7.24) 

oil la reecriture sous la forme log(l + z) ne sert qu’a permettre la procedure suivante : (1) expansion 
en serie de Taylor du logarithme, (2) permutation circulaire des traces pour eliminer les £*5, (3) 
recomposition de la serie de Taylor pour obtenir : 

tr|log(no(/tu)n7'(M)} = trjlog^l + (e^ + ' (Mi 

= tr|log((£2 + m^)"‘ (Mi + (2.7.25) 

On se sert de I’expression de Mi en terme de valeurs et vecteurs propres : MiZ = Zfi^, avec 
ZZ^ = 1 , pour ecrire : 

tr|log{no(!(u)n]'*(*w))j = tr|log^{£^+ * Z Z’'(2.7.26) 
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On utilise ensuite la propriete : tr{log(X)j = log(det(X)) pour eliminer les Z et finalement 
obtenir : 


tr{log(no(/a»)nj'(!(u))| = log ^det z(f2^ + 

= log ^det 

= tr jlog [n^ + (2.7.27) 

En definitive, cela nous permet d’ecrire I’equation (2.7.19) : 


rdRPA-I 


do) 




+ co^ 


+ 0l>^ 


4 +"" J 


(2.7.28) 


que Ton peut integrer analytiquement en utilisant le principe de I’argument (voir la section B.1.5 du 
chapitre sur I’integration complexe en Annexe, oil ce theoreme est demontre, ainsi que la section B.3 
oil cette integration analytique est expliquee): 


rdRPA-I 


2 ^ ^ia (^ia + ^ia,ia) 


(2.7.29) 


On retrouve done bien I’exacte meme expression de la formulation de plasmon que celle derivee 
a partir d’une formulation "connexion adiabatique". 


2,8 Hierarchic des formulations RPA 

II sera surement bon ici de resumer les dilferentes formulations que Ton a derivees dans ce cha¬ 
pitre. On peut parler d’une hierarchie des formulations si Ton considere les integrations analytiques 
et/ou numeriques qui sont effectuees a partir de la formule AC-FDT montree equation (2.3.5), et que 
Ton peut prendre ici comme notre point de depart. Ainsi les formulations "connexion adiabatique" 
et "matrice dielectrique" sont un premier niveau (une integration est analytique et une quadrature 
doit etre faite), et les formulations avec equation de "Riccati" et de "plasmon" sont un autre niveau 
(toutes les integrations sont analytiques). Je montre ceci dans la figure 2.3. 

J’ai ecrit une routine dans la suite de programme MOLPRO [131], dont on a une licence develop- 
peur au laboratoire et sur lequel de nombreux developpements on ete implementes durant cette these, 
qui rassemble et unifie les differents calculs RPA possibles, qui etaient pour la plupart precedemment 
implementes. On recapitule ici les mots-cles, dans cette approche, pour lancer des calculs RPA. La 
base de la syntaxe est la suivante : 


{rpatddft;ecorr,DRPAI-AC}, 


( 2 . 8 . 1 ) 
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Figure 2.3: A paitir de I’expression de I’energie de correlation AC-FDT que Ton volt equation 
(2.3.5), on peut deriver en parallele deux formalismes. En integrant analytiquement le long de la 
coordonnee de frequence ai, on donne naissance a une expression mettant en jeu une integrale sur la 
coordonnee de la connexion adiabatique (a gauche). Ce formalisme est derive section 2.4, et aboutit 
aux equations (2.4.15) ou encore (2.4.20). Dans cette section on voit que I’on peut faire emerger de 
petites variantes dans le traitement des equations, avec notamment diiferentes fagon de calculer la 
matrice Mq, ; on introduit egalement les approximations de type "-Ila". Si I’on integre analytiquement 
sur la constante de couplage a, on se retrouve a ecrire une equation (a droite) mettant en jeu la matrice 
dielectrique e = l-HoV, et qui est derivee section 2.7. On ecrit dans ce schema 1’equation (2.7.6) du 
cas dRPA-I: ce n’est pas I’equation la plus generale mais elle est representative de la formulation (on 
voit explicitement la matrice dielectrique, notamment). Dans cette formulation, les approximations 
de type "-a" sont egalement naturellement derivees. A partir de chacune de ces formulations, dans 
les cas dRPA-I et RPAx-II, on peut integrer analytiquement sur la coordonnee restante (a ou oj) 
pour obtenir de maniere equivalente une equation de "plasmon" (voir equation (2.5.10)), et une 
formulation avec equation de "Riccati" (voir (2.5.17)). Ceci est montre dans la section 2.5. Dans 
la section traitant de 1’adaptation de spin, section 2.6, on introduit les approximations SOSEX et 
Szabo-Ostlund 1 et 2. 
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Hierarchic des formulations RPA 


oil rpatddft est le mot-cle qui ouvre le module RPA dans MOLPRO; ecorr est le mot-cle qui permet 
de specifier quel calcul RPA doit etre lance (d’autres mots-cles permettent de preciser des donnees 
telles que les orbitales a utiliser pour le calcul, etc ..Par defaut, un calcul de type "equation de 
Riccati " S02 est lance. Les « intermpteurs » 4” et f peuvent etre donnes par Putilisateur au travers 
des mots-cles xfac et antifac, mais toutes les flavors de RPA ont des mot-cles et les calculs sont 
lances de la maniere suivante : 

dRPA-I {rpatddft;ecorr,S02-RCCD}[pardefaut] 
dRPA-II {rpatddft;ecorr,DRPAI-AC} 

RPAx-I {rpatddft; ecorr ,RPAXI-AC} (2.8.2) 

RPAx-I {rpatddft;ecorr,RPAXII-PLASMON} 


Dans ces calculs de type "connexion adiabatique", I’integration sur la constante de couplage est 
realisee par une quadrature de Gauss-Legendre[86] qui est parametrable. Notons que dans le cas 
d’un calcul dRPA-II, la variante dRPA-IIa est egalement fournie. Pour de plus amples details sur 
r implementation, le lecteur est invite a consulter le manuel utilisateur de MOLPRO, disponible en 
ligne. 


On a presente ici avec un certain nombre de details les difierents formulations de ce que Ton 
appelle « RPA ». Toutes les expressions derivees peuvent etre retracees vers ce qui est utilise ici 
comme point d’origine : I’expression de I’energie de correlation AC-FDT. Ainsi, la RPA peut-etre 
derivee dans des contextes forts difierents dans la litterature, et on s’attache ici a unifier et a discuter 
les relations (eventuelles) entre les differentes formulations. L’introduction de !’« intermpteur » 
le pendant de participe d’un tel effort d’unification, tout comme les explorations du formalisme 
"matrice dielectrique". Un fait interessant, dans le contexte de ces derivations "matrice dielectrique", 
est le fait que Ton retrouve de maniere independante I’expression RPAX2 recemment proposee par 
Hesselmann. Une prochaine etude permettra de voir si ses bons resultats numeriques se confirment 
dans un contexte avec separation de portee. 
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Chapitre 3 


Orbitales localisees 


On presente ici brievement les techniques de localisation des orbitales, a priori et a 
posteriori, c’est-a-dire sans et avec passage par un calcul conventionnel qui produit des 
orbitales canoniques delocalisees. On rappelle quelques methodes de localisation des orbi¬ 
tales occupees, et la technique des orbitales atomiques projetees (PAO) pour la construction 
d’orbitales virtuelles a caractere local. 

Dans le contexte des calculs inter-moleculaires, 1’utilisation des orbitales localisees 
pent conduire a des methodologies particulierement elRcaces. Les methodes de correlation 
locale, rapidement rappelees ici, permettent d’atteindre une croissance lineaire du cout de 
calcul avec la taille du systeme pour la plupart des theories de correlation. On presente 
dans la continuite de ces idees une procedure developpee en collaboration avec le Labo- 
ratoire de Chimie Theorique de PUniversite Pierre et Marie Curie de Paris qui permet de 
construire des orbitales d’un dimere dans lesquelles on pent reconnaitre la trace des orbi¬ 
tales des monomeres. On montre que Ton pent ainsi reduire considerablement le nombre 
d’excitations qui contribuent effectivement a I’energie d’interaction. 

Au centre de ce chapitre est le developpement d’une methode de constmction d’orbi- 
tales virtuelles non-orthogonales appelees orbitales oscillantes projetees (POO). On derive 
des relations importantes concemant la pratique de la RPA dans la base de ces POO, avec 
notamment une approximation d’excitations locales similaire aux approximations impli- 
quees dans la selection de domaines dans les methodes de correlation locale. Cette partie 
du chapitre est a lire en couple avec 1’Annexe D. 


3,1 A propos des orbitales occupees localisees 

Comme il sera explique d’une maniere plus detaillee dans la suite, la correlation est un effet 
majoritairement courte-portee. Ainsi, pourvu que Ton dispose d’outils le permettant, I’experience 
montre que, dans certains circonstances, on pent negliger les contributions a la correlation de paires 
d’electrons qui sont eloignes I’un de I’autre, tandis que dans d’autres situations, ce sont ces correla- 





Orbitales localisees 


tions conduisant a un gain d’energie relativement faible, qui nous preoccupent. Une telle separation 
ne peut se concevoir raisonnablement lorsque Ton travaille avec des orbitales (c’est-a-dire des elec¬ 
trons) delocalisees sur tout le systeme : les « orbitales localisees » sont les outils qui permettent de 
telles approximations. 

On definit une orbitale localisee comme une orbitale qui est spatialement confinee dans un petit 
volume, montrant ainsi clairement les atomes qui sont impliques dans une liaison. On peut done pen- 
ser que cette notion est intimement liee a la notion de paires d’electrons, c’est-a-dire qu’une orbitale 
localisee est censee bien representer une liaison, une paire libre, ou meme des paires d’electrons de 
coeur. D’ailleurs, historiquement, les orbitales localisees sont developpees pour donner des informa¬ 
tions sur la chimie du systeme, pour correspondre aux liaisons chimiques conceptuelles telles qu’on 
les idealise : avec une separation entre des centres (les liaisons idealisees) et des queues (qui cor- 
respondraient alors a des interactions faibles delocalisees). Aujourd’hui, les orbitales localisees sont 
plutot utilisees dans des schemas de reduction des couts de calculs, comme I’illustre un travail mene 
au cours de cette these et presente dans la section 3.4. 

Je presente dans un premier temps un rappel des techniques de localisations des orbitales occu¬ 
pies bien connues, que Ton separe en methodes dites a priori et a posteriori. Le lecteur trouvera 
dans les references [132], [133] et [134] ainsi que [135-137] les ecrits qui rassemblent la plupart des 
informations sur le sujet. 


3.1.1 Localisation a priori 


Habituellement les orbitales Hartree-Fock/Kohn-Sham sont obtenues en diagonalisant la matrice 
de Fock (de Kohn-Sham). Ces orbitales, dites canoniques, respectent la symetrie du systeme (c’est- 
a-dire appartiennent au groupe de symetrie de la molecule, i.e. sont invariantes par transformation 
selon des representations irreductibles du groupe de symmetrie de la molecule), par consequent elles 
sont souvent completement delocalisees sur F ensemble du systeme, et ce evidemment independam- 
ment des orbitales de depart qui ont ete donnees a la procedure SCR 


On peut chercher a resoudre les equations generates de Flartree-Fock/Kohn-Sham, fij/i = 
2 j sans imposer la diagonalite de la matrice s. 


On trouve dans la litterature des idees autour de la resolution d’equations derivees des equations 
de Flartree-Fock/Kohn-Sham mais nontenant un «potentiel localisant »[138] . Les solutions trouvees 
de cette maniere conduisent a des orbitales qui correspondent au meme sous-espace des orbitales 
occupees que les orbitales canoniques et sont done egalement des solutions des equations de Flartree- 
Fock/Kohn-Sham. 

Une alternative possible est d’utiliser des techniques qui ne deferment pas les orbitales de depart 
autant qu’une procedure de diagonalisation, de sorte que si Ton fournit comme orbitales de depart 
des orbitales localisees (par exemple des orbitales intuitives et tres approximatives, construites par 
combinaison lineaire d’orbitales atomiques, en lien avec la chimie du systeme), les orbitales opti- 
misees et solutions des equations Flartree-Fock/Kohn-Sham en sortie de ces procedures seront assez 
ressemblantes et, done, assez localisees. On peut citer les techniques de perturbation au premier 
ordre[139-142], oil a chaque iteration les orbitales sont modiliees en melangeant les orbitales occu- 
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pees et virtuelles de la maniere suivante : 

10 <- 10 + \a) 

" n 1 n 

\a) <- |fl)- ^c“|0, 

i 

oil les coefficients c“ sont determines en cherchant a respecter le theoreme de Brillouin, demarche 
equivalente a chercher a resoudre les equations de Hartree-Fock/Kohn-Sham[143, 144]. Ainsi, on 
considere que Ton atteint une convergence lorsque I’energie n’est plus moditiee, ou, de maniere 
equivalente, lorsque le theoreme de Brillouin est satisfait. Par construction, Porthogonalite entre les 
occupees et les virtuelles est conservee. En revanche on perd Porthogonalite des orbitales occupees 
entre elles et des virtuelles entre elles, qui pent etre restauree a chaque iteration. 


3.1.2 Localisation a posteriori 


On rappelle que les determinants, solutions des equations generates d’une methode SCF comme 
Flartree-Fock ou Kohn-Sham (ou RSFl), sont invariants par rotations des orbitales a Pinterieur du 
sous-espace des orbitales occupees ou du sous-espace des orbitales virtuelles. La localisation d’or- 
bitales occupees peut done etre realisee a posteriori[\45-l41], a partir d’orbitales issues des calculs 
standards, par transformation unitaire dans le sous-espace des orbitales occupees. Notons que ces 
transformations ne melangent pas les espaces occupe et virtuel, et preservent Porthogonalite au sein 
des orbitales occupees. 


Ainsi, si Pon veut localiser des orbitales canoniques obtenues lors d’un calcul conven- 
tionnel Flartree-Fock/Kohn-Sham, on peut utiliser une methode dite de localisation a pos¬ 
teriori, ou Pon utilise une transformation unitaire qui obeit a un critere de localisation, 
e’est-a-dire qui maximise/minimise un critere de localisation/d’etendue des orbitales. 


Les methodes de localisation a posteriori sont souvent classifiees en deux grandes categories : 
les criteres dits "externes" et les criteres dits ''internes". Les criteres externes correspondent aux 
methodes de localisation ou Pon decide au prealable par un critere spatial ou par une partition de 
Pespace des orbitales, quels seront les fragments du systeme qui supporteront les orbitales localisees. 
Les criteres internes sont formules en termes generaux, sans faire reference a une conception au 
prealable concemant la forme des orbitales localisees. 

Le prototype des methodes de localisation a criteres externes est celui de Magnasco et Per- 
ico[148] qui vise a maximiser la somme des populations de fragments. La population peut etre 
definie dans le cadre de P analyse de population de Mulliken, comme dans la version originale (voir 
par exemple [149]), ou les populations des atomes de Bader (voir par exemple [150]). 

Parmi les criteres internes celui Edmiston-Ruedenberg[145] cherche a minimiser une grandeur 
energetique : la repulsion Coulombienne entre les orbitales, ou a maximiser la repulsion intra- 
orbitalaire, ce qui est equivalent mathematiquement. Malgre un concept physiquement transparent, 
e’est une methode qui n’est plus tellement utilisee, car elle fait intervenir des integrates bi-electro- 
niques. Une approche differente a ete proposee par Foster et Boys[146, 151] (Papproche est connue 
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sous la denomination de "critere de Boys"): les orbitales localisees sont obtenues en maximisant la 
distance entre leurs centroides, c’est-a-dire : 


max 


mm - umm 

‘<j 


(3.1.2) 


ou, de maniere equivalente, en minimisant leur second moment, c’est-a-dire leur variance, leur eten- 
due : 


mm 




(3.1.3) 


Le second moment d’une orbitale caracterise la deviation de sa densite autour de la position 
moyenne, c’est-a-dire mesure la position de I’essentiel de la densite de I’orbitale. Pour des raisons 
qui seront rendues claires dans la suite, on s’interessera particulierement aux orbitales localisees par 
le critere de Boys. 

II est interessant de noter que I’autre critere de localisation souvent utilise dans les methodes 
de correlation locale, celui de Pipek et Mezey[152], exprime une vision analogue pour quantifier la 
localisation sous forme d’une variance[153]. 


3,2 Orbitales virtuelles localisees 

Le probleme general de ces methodes est qu’elles sont performantes pour localiser les orbitales 
occupees mais echouent souvent a proprement localiser simultanement les orbitales occupees et les 
orbitales virtuelles[154]. Dans la litterature, dans le contexte de methodes de correlation locale[155- 
160], on trouve des solutions diverses pour regler ce probleme. 

Une des solutions pratiques qui a rencontre beaucoup de succes, evite la localisation des vir¬ 
tuelles et explode la localite de la base des orbitales atomiques. Cette methode des Projected Atomic 
Orbitals (PAO) est due a Pulay[156]. Je montrerai dans la section 3.5 notre propre proposition sur 
le sujet. Une autre alternative, basee sur les orbitales localisees a priori, elaboree a Toulouse par 
Daudey et ses collaborateurs sera developpee en quelques details a propos du travail effectue en 
collaboration avec Peter Reinhardt et son etudiant, Edrisse Chermak, a Paris[161]. 

Recemment, le groupe de Poul Jprgensen a Aarhus a suggere qu’une generalisation de la minimi¬ 
sation du spread a la puissance 4[162, 163] pourrait conduire a des orbitales virtuelles suffisamment 
bien localisees pour etre utilisees dans des calculs de correlation locale. La procedure s’applique 
aussi bien pour le critere de Boys que pour celui de Pipek-Mezey et elle a ete utilisee dans les ap- 
proches DEC (divide-expand-consolidate) MP2[159] et CCSD. 


3.2.1 Orbitales atomiques projetees : PAO 


Ici, je presente succinctement la technique de generation d’orbitales virtuelles appelee PAO, mais 
11 existe des alternatives dans la litterature. On citera par exemple Tutilisation de paire d’orbitales 
naturelles (PNO)[164], d’orbitales virtuelles specifiques[165] qui permettent de constmire des bases 
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virtuelles plus petites que les PAO, des orbitales naturelles gelees (FNO)[166, 167], la methode de 
I’espace d’orbitales virtuel optimise (OVOS)[168, 169]. 


La procedure est constmite autour de I’idee que les orbitales atomiques constituent un 
point de depart optimal en ce qui conceme la localite des orbitales. 


Comme ce sont les memes orbitales atomiques qui servent a construire les orbitales de I’espace 
occupe, les orbitales virtuelles correspondent au sous-espace « non-utilise » de la totalite des or¬ 
bitales atomiques. Get espace complementaire est obtenu par projection, d’ou la denomination des 
orbitales atomiques projetees (PAO). 

Les PAO sont localisees par constmction (puisqu’a I’origine, ce sont des orbitales atomiques), 
meme si la projection deteriore la localite. Tandis qu’elles sont orthogonales aux orbitales occu¬ 
pies, elles ne le sont pas entre elles. Ce manque d’orthogonalite entre les PAO permet de preserver 
un maximum de localite; en contrepartie, c’est une source de complication quant aux equations a 
resoudre. 


3,3 Methodes de correlation locale 

Une fois que Ton dispose d’espaces occupe et virtuel qui sont construits par des orbitales lo¬ 
calisees, on pent approximer la fonction d’onde en obeissant a la physique du systeme, selon des 
methodes que Ton nomme methodes de correlation locale[156, 170-172]. Notons que le simple fait 
de faire des transformations lineaires entre des orbitales occupies d’une part, et entre les orbitales 
virtuelles de 1’autre correspond a un changement de base qui n’affectera pas les observables telles 
que I’inergie de corrilation, a condition que leur expression soit formulie d’une maniere invariante. 
Cette invariance est un test important de la cohirence de la mithode. L’intiret de ces mithodes riside 
justement dans le fait que des approximations dont les consiquences numiriques sont nigligeables 
peuvent etre introduites et conduisent a des gains importants aussi bien du point de vue du temps 
de calcul, du besoin de stockage ou de la loi de croissance avec la taille du systeme a traiter. Nous 
allons souligner deux types d’approximations qui permettent de rialiser ces gains importants. 

Considirons d’abord le choix des diterminants excitis pris en compte dans le calcul. On fait 
correspondre a chaque orbitale i un domaine [!][173] qui contient toutes les orbitales atomiques qui 
permettent d’approximer I’orbitale i avec une pricision donnie (les orbitales atomiques composant 
le domaine [/] peuvent appartenir a differents atomes, selon la qualite de la localisation de I’orbitale 
i). Le domaine correspondant dans I’espace virtuel est constmit par des PAO generees a partir des 
orbitales atomiques de [/]. Avec cette procedure, les PAO du domaine [i] sont toutes spatialement 
proches de 1’orbitale i. 


La premiere approximation que Ton met en place pour la fonction d’onde consiste a 
considerer que les excitations sont purement locales. 


Ainsi les simples excitations emergeant de 1’orbitale occupee localisee i sont restreintes aux PAO 
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du domaine [/], et les doubles excitations d’une paire entre i et j aux PAO de [ij] = [/] U [ 7 ]. Ceci 
reduit le nombre de doubles excitations a considered c’est-a-dire que pour une paire donnee ij d’or- 
bitales occupees localisees, le nombre d’elements ij rsa considerer dans une theorie n’augmente 
pas quadratiquement avec le nombre d’electron, mais est en fait independant du nombre d’electron 
(on passe, pour chaque paire ij, d’une dependance 0{N^) a 0(1)). Notons que cette presentation de 
1 ’approximation est une simplification : on pent introduire un controle plus souple dans la selection 
des domaines, c’est-a-dire que I’on peut aller au-dela des domaines purement locaux. La force est 
que des approximations moins severes dans le choix des domaines resulteront tout autant en une 
methode qui aura la meme (in-)dependance au nombre d’electrons. 

Un autre aspect conceme la classification des excitations par leur nature physique, rendu possible 
par I’utilisation des orbitales localisees. 


Ainsi, une seconde approximation peut etre faite si I’on se rappelle que la correlation est 
un phenomene essentiellement de courte-portee. Ainsi on peut discriminer les paires entre 
des orbitales occupees localisees i et j selon leur eloignement. 


Les paires entre orbitales qui sont "tres distantes" sont tout simplement negligees (I’experience 
montre qu’elles contribuent a I’energie de correlation a la hauteur de quelques micro Hartree). Les 
paires restantes peuvent etre traitees d’une maniere hierarchique, c’est-a-dire que Ton peut a nouveau 
distinguer les paires "fortes" (d’orbitales tres proches), traitees a un haut niveau de theorie; les paires 
"faibles" (d’orbitales relativement eloignees), qui sont traitees a un plus faible niveau de theorie; et 
les paires "distantes" (d’orbitales plus eloignees encore) qui sont traitees avec des integrates bi- 
electroniques approximees par expansion multipolaire[174]. Le point important a comprendre est 
que le nombre de paires "fortes", "faibles" et "distantes" augmente lineairement avec la taille du 
systeme : seules le nombre de paires "tres distantes" augmente quadratiquement avec la taille du 
systeme, et ces paires sont negligees (cette fois on passe, en ce qui concerne le nombre de paire ij, 
d’une dependance O(N^) a 0(A), c’est-a-dire a une croissance lineaire du cout de calcul avec la taille 
du systeme). 

Le schema general esquisse ici doit etre applique avec precaution, surtout lorsqu’il s’agit de 
I’etude des interactions faibles, comme les forces de van der Waals. Une approximation souvent 
exploitee pour accelerer les calculs de type "local-CCSD(T)" consiste a traiter les paires distantes au 
niveau MP2, ce qui peut deteriorer d’une maniere significative I’energie de dispersion par rapport 
a la methode Coupled-Cluster. Dans ces cas-la, soit 11 faut renoncer a cette approximation ou la 
remplacer par une autre dont les consequences sont moins nefastes (voir ci-dessous). 

Notons pour finir qu’il existe des alternatives au schema de selection des domaines [f] que Ton 
decrit ici: on peut citer notamment les travaux des references [175, 176] qui cherchent a repondre a 
la problematique des domaines [f] qui changent d’un point a I’autre lorsque Ton explore une surface 
d’energie potentielle. 


3,4 Orbitales localisees pour le calcul d’energies d’interaction 

Comme decrit juste en amont, d’un point du vue physique, la correlation dynamique dans des 
systemes non-metalliques est un effet a courte-portee, qui diminue en 1/R^ oil R est la distance 
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inter-electronique. Ainsi il ne doit pas etre necessaire de correler tous les electrons d’un systeme 
moleculaire etendu, et le cout (eleve) des calculs correles en terme de nombre d’electrons impliques 
n’est qu’un artefact de rutilisation des bases orthogonales, delocalisees, qui sont habituellement 
utilisees. Ceci n’est plus vrai lorsque Ton utilise des orbitales locales pour construire les espaces 
occupe et virtuel : avec ces orbitales, il est possible de restreindre les calculs de correlation aux 
electrons proches qui contribuent efFectivement a la correlation physique du systeme (voir section 
3.2.1). 

A ce sujet, dans le contexte de calculs d’energies d’interaction, nous avons developpe a I’oc- 
casion d’une collaboration[161] avec le Laboratoire de Chimie Theorique de I’Universite Pierre et 
Marie Curie, a Paris, une procedure de construction des orbitales d’un dimere localisees sur chaque 
monomeres, c’est-a-dire une procedure avec laquelle on est capable d’identifier dans un dimere les 
orbitales provenant de chacun de ses monomeres. De cette maniere on est en mesure de classer des 
couplages de mono-excitations en dilFerentes categories (voir figure 3.1). 


On a pu montrer qu’en general, dans des calculs avec separation de portee, les couplages 
de type "dispersion" dans le dimere suffisent a eux seuls a decrire correctement la contri¬ 
bution A£^p^ de I’energie de correlation RPA longue-portee a I’energie d’interaction. Le 
cout de ces calculs croit lineairement avec la taille des molecules considerees. 


Ainsi, pour le calcul de cette contribution A£pp^, seul le calcul sur le dimere est necessaire : on 
considere les monomeres pour construire des orbitales du dimere localisees sur les monomeres, mais 
ils ne font pas I’objet d’un calcul de correlation. De plus, dans le calcul de correlation du dimere, le 
nombre d’elements de matrices RPA, de structure ia, jb, est drastiquement reduit. 

La contribution de cette these dans la collaboration a principalement conceme la partie liee au 
calcul de I’energie de correlation RPA longue portee. Des procedures ecrites dans le cadre d’une 
version de developpement du programme MOLPRO [131], a Nancy, ont ete adaptees pour etre com- 
pilees dans un programme autonome. Ce programme est prevu pour etre interface avec les scripts 
ecrits au LCT : il lit en input une liste de mono-excitations et de couplages et construit les matrices 
des equations d’un calcul de RPA dans un formalisme de type "connexion adiabatique" adapte au 
contexte des orbitales localisees. 


3,5 Orbitales oscillantes projetees : POO 

[NOTE: ce travail a depuis fait I’objet d’une publication : Local Random Phase Approxi¬ 
mation with Projected Oscillator Orbitals. B. Mussard, J.G. Angyan, Theor. Chem. Acc. 134 
(2015)1 

On propose ici de revisiter une idee originellement proposee par Boys[15 1, 177], finalement tres 
peu utilisee par la suite (par exemple [178]). On suggere de construire des orbitales virtuelles loca¬ 
lisees directement a partir des orbitales occupees localisees par le critere de Boys, en les multipliant 
par une harmonique spherique centree sur le barycentre de I’orbitale. Nous allons appeler ces orbi¬ 
tales des orbitales oscillantes (OO). Il faut bien stir, comme precedemment avec les PAO, les projeter 
sur I’espace virtuel pour supprimer les composantes servant deja a construire I’espace occupe. On 
parle alors d’orbitales oscillantes projetees, POO {Projected Oscillator Orbitals). Ces POO partagent 
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dispersion 



polarisation de charge 



BSSE 



polarisation de spin 


Figure 3.1: Couplage de deux mono-excitations (fleches) entre des orbitales occupees et virtuelles de 
deux monomeres. Les combinaisons possibles sont: couplage de deux mono-excitations intra-mole- 
culaires, couplage d’une mono-excitation intra-moleculaire et d’une mono-excitation inter-molecu- 
laire, couplage de deux mono-excitations inter-moleculaires (a chaque fois : sur le meme monomere 
ou sur deux monomeres differents). Vue la localisation des orbitales, on considere que Ton pent 
negliger les mono-excitations inter-moleculaires : ainsi, seuls les couplages de type "intra" et "dis¬ 
persion" contribuent a I’energie. Les couplages de type "intra" sont similaires dans le dimere et ses 
monomeres : seul les couplages de type "dispersion" contribuent a I’energie d’interaction. 


bon nombre de caracteristiques avec les PAO, elles ne sont notamment pas orthogonales entre elles. 


3.5.1 Constmction 


On suppose que Ton dispose d’un ensemble d’orbitales occupees localisees {ij (appelees LMO 
pour Localized Molecular Orbitals) et d’un sous-espace virtuel constmit par des orbitales virtuelles 
orthogonales [a] (appelees VMO pour Virtual Molecular Orbitals). Pour rendre les notions plus 
transparentes au lecteur, nous allons nous restreindre a un traitement d’ordre bas, sans « s’engouf- 
frer » dans une ecriture plus compliquee d’un formalisme d’ordre quelconque. On introduit done un 
polynome du premier ordre d’harmonique spherique, fa - D'a, ou fa est un composant de I’operateur 
de position et D'a = {i\fa\i) est le vecteur position oriente vers le centroide de I’orbitale i. La POO 
correspondante est: 
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\ia) = 


' 

1 - ^ l7> {j\ {ra 


\ J / 


D',) \i) = ra\i)-Yj = {^-P)ra \i), 

J 


(3.5.1) 


qui definit le projecteur (l - p). La denomination L sert a rappeler le fait que la POO a ete constmite 
a partir de I’orbitale i en utilisant fa. II est clair que I’orbitale oscillante pure est fa \i} - et 

que contributions \i) iMAi) sont des projections orthogonalisantes. Ainsi la localisation des 

orbitales oscillantes est deterioree par la projection, puisque nous avons des contributions de toutes 
les LMO j qui donnent lieu a des « queues » d’orbitale. Pourtant, si ces orbitales ont ete localisees 
avec un critere de Boys, c’est-a-dire si les etendues quadratiques ont ete minimisees, on s’attend 
a ce que ces elements hors-diagonaux des operateurs x, y et z entre orbitales occupees, {j\fa\i}, 
ne viennent pas deteriorer enormement la localisation des orbitales virtuelles[179]. En ce sens, la 
methode de localisation des orbitales occupees selon Boys et cette methode POO de localisation des 
orbitales virtuelles semblent naturellement aller de paire. 

On pent exprimer les POO par rapport aux VMO : 


II) = X l«) <fl| (l - P) fa 10 = J] |fl) <«l fa 10 = J] |fl) Va,„ (3.5.2) 

a a a 

Les POO sont orthogonales aux orbitales occupees par constmction; elles ne sont pas orthogo- 
nales entre elles et leur recouvrement s’ecrit: 


= {iaW) = J]vl {a\b) VlVaj, = (3.5.3) 

ab a 

Notons que notre objectif dans la suite sera de ne pas garder de reference explicite aux orbitales 
virtuelles : a terme, tout sera exprime avec les orbitales occupees LMO. Le lecteur peut voir une 
certaine analogie avec les methodes de correlation dites « dual-basis »[180, 181], ou, pour les cal- 
culs de correlation, les bases d’orbitales sont augmentees soit par des orbitales construites soit pour 
correspondre a une base cible. Les bases du calcul correle ne correspondent done plus aux bases 
sur lesquelles les calculs SCF ont ete faits : il y a done des complications liees au non-respect du 
theoreme de Brillouin et a la stmeture non bloc-diagonale occupe/virtuel de la matrice de Fock dans 
la base augmentee. J’attire 1’attention du lecteur sur le fait que ce n’est pas le cas avec les POO, qui 
continuent a satisfaire la condition de Brillouin, (jj/lid) = 0 : il n’y a pas ici de telles complications. 

Je montre figure 3.2 de simples visualisations d’une LMO correspondant a une paire fibre de 
I’oxygene du formaldehyde et des trois POO que Ton constmit a partir de cette LMO. Je montrerai 
dans le chapitre 4 des visualisations plus systematiques. 


3.5.2 Equations RPA dans la base des POO 


Get expose a ete inspire par le traitement des methodes de correlation locale par Knowles et 
Wemer[170]. On va trouver plus pratique ici de reecrire toutes les matrices (X),„ trouvees dans 
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Table 3.2: De gauche a droite : isosurfaces d’une LMO correspondant a une paire libre de I’oxygene 
du formaldehyde les trois POO construites a partir de cette LMO. On voit I’elfet de la multiplication 
par les polynomes d’ordre un, selon les trois axes du systeme referentiel. Je presenterai au chapitre 
4 des visualisations plus systematiques. 


la derivation des equations RPA dans sa formulation avec les equations de "Riccati", section 2.5.3, 
comme : (x'-') Ainsi un produit (XY),„ ^^ s’ecrit-il (x'*^j t’’ equations de 

Riccati: 


= 0, (3.5.4) 

ou les matrices sont de dimensions «vmo x nvMO- On etablit une relation de passage entre les ampli¬ 
tudes T'^ exprimees dans la base des VMO et des POO de la maniere suivante : 

P»qp Paqp 

= X X I ■ ■ ■ ■ ■ • ^bVbq^ ■ ■ ■) 

Paqp ab 

= Z Z I ... . . .) = Z 7’^ Ip ) ’ (3.5.5) 

ab Paqp ab 

c’est-a-dire que Ton dispose de la relation suivante : 


•r'l — VT'’' 
VMO ’ POO ’ 


(3.5.6) 


On pent done ecrire, en multipliant les equations de Riccati a gauche par et a droite par V : 


V+R'^V = V^B'^V + (VTp^ooV^) V -i- (VTj^ooV^) A*^^V 

+ V'(vn*ooV>"(VT^ooV')V, 


(3.5.7) 


c’est-a-dire : 


(3.5.8) 


76 





Orbitales oscillantes projetees : POO 


avec des definitions evidentes pour RpQQ, Bp^Q et AJJqq. Ces matrices sont de dimensions «poo x 
npoo = 3.«lmo X 3.«lmo- Dans les equations precedentes, j’ai distingue les matrices exprimees dans 
la base des VMO de celles exprimees dans la base des POO par la denomination "Xp^Q", mais dans 
la suite ce sont les indices de dependance qui indiqueront au lecteur la base consideree : ou 

(X'^) . 

Notons que si Ton veut ecrire separement les contributions de la fockienne des contributions des 
integrates bi-electroniques dans les termes (et ST'^A*^-') on se retrouve a ecrire, par exemple : 

= (3.5.9) 

de sorte que I’equation (3.5.8) s’ecrit: 

R'V = B'-' + (fT'^S - fikST'‘jS + A'*T*^S) + (ST'^f - ST'‘Sfkj + ST'^^A'*^^) + (3.5.10) 

Les elements de la matrice de fock dans la base des POO sont donnes dans P Annexe D.3. Du 
fait de la non orthogonalite des POO et de la stmcture non diagonale de la matrice de Fock, le 
schema de resolution habituel des equations de Riccati (montre equation (2.5.19)) doit etre revu : un 
nouveau schema comportant une transformation vers des orbitales virtuelles pseudo-canoniques qui 
diagonalisent la matrice de Fock est derive dans 1’Annexe D.1.1. 


3.5.3 Approximation des excitations locales 


On pent considerer que les excitations sont limitees a des domaines de paires, et ainsi les dimen¬ 
sions effectives des equations correspondantes a une paire sont plus ou moins independantes de la 
taille du systeme. 


Dans les cas les plus simples, on pent considerer que les POO a prendre en compte pour 
une paire [ij] donnee sont les orbitales et jj}. Ainsi, pour chaque paire [ij] d’orbitales 
occupees, de tous les elements de matrice j , seuls ceux du bloc 3x3 correspondant 

aux orbitales virtuelles localisees constmites a partir des orbitales occupees i j sont non nuls 
(voir 3.3). 


Pour comprendre I’impact d’une telle simplification du modele, reprenons les equations de Ric¬ 
cati vues equation (3.5.8) en explicitant les indices des matrices impliquees : 


_i_ 4 C -t- C 

^niaPy^ qsnfi i 


yik tkj ^ 
'-Pj '' Pyqs-^'il'tp ^ J r 


T’ik n 
oPy-^ Pyqs^qsr, 


tkl rplj 


J-IJ C 

^ SsHpi 


(3.5.11) 


qui se simplifie en : 


77 





Orbitales localisees 
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«VMO 
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Figure 3.3: Dans la formulation canonique des equations de Riccati, pour chaque paire i j d’orbitales 
occupees, on doit resoudre un probleme matriciel de dimension «vmo x hvmo (schematiquement, a 
gauche). Avec un formalisme d’orbitales virtuelles localisees de type POO, chaque orbitale occupee 
foumit 3 orbitales oscillantes, ainsi pour chaque paire ij d’orbitales occupees, on doit resoudre un 
probleme matriciel de dimension 3.«lmo x 3.nLMO (schema du milieu), qui est a priori de plus faible 
dimension que mvmo x «vmo- Avec I’approximation des excitations locales, pour chaque paire ij 
d’orbitales occupees, seules les POO formees a partir de cette paire sont a considerer, et on ne doit 
plus resoudre qu’un probleme matriciel de dimension 3x3 (voir le schema de droite). 


R'A 

hrJH 


= S'A +A' 

‘aJl3 ‘ 


k 'T’^j c 

yky ^ kyjs^ hip 




rflj n 


lykg kgle 


(3.5.12) 


Dans ce modele d’excitations locales, on pent utiliser les notations adaptees suivantes : 


QyS 


(x'-'j. , c’est-a-dire que les exposants ij indiquent a la fois la paire d’orbitales occupees consideree 


et les orbitales occupees qui servent de bases aux POO a et p. On designe egalement par ^ = 
Sijij la sous-matrice de S correspondant au bloc 3 x 3 lie a la paire [i j] (voir figure 3.3). On obtient, 
sous forme matricielle : 


R'^' = (3.5.13) 

oil les matrices sont de dimensions 3x3, peu importe la taille du systeme. 

La formulation qui separe les contributions de la fockienne des integrales bi-electroniques dans 
A derivee equation (3.5.10) fait emerger ici des termes et selon : 

R'> = B'-'' + (f'T'-'s" - + A'‘*^T*^-'s") 

+ - s"T'‘s'‘^fkj + s"T'*A''^^') + s''T'*^B*^'t'A", (3.5.14) 

oil on designe par f" la sous-matrice de f correspondant aux orbitales virtuelles POO construites 
a partir des orbitales occupees [ij]. On decide de negliger les termes pour i k : i\ s’agit de 
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termes derecouvrementd’orbitales virtuelles construites a paitird’orbitales occupees localisees 
potentiellement eloignees les unes des autres. On ecrira alors plutot: 

R'J = RiJ + 

+ (s"T'^f" - s^Tjgjjfjj + (3.5.15) 

Cette equation peut etre resolue de maniere iterative de la meme maniere que precedemment, 
comme montre dans 1’Annexe D.1.2. 


3.5.4 Integrates bi-electroniques 


Les matrices A"-' et B'-' sont composees des elements K'-', K"' et J'-' que je m’efforce ici d’expli- 
citer. On se concentre sur I’expression de K'-', avant de discuter les expressions de K"-' et J'-'. 

Les elements de matrice des integrates bi-electroniques peuvent etre exprimes simplement par la 
transformation entre les VMO et les POO, en ecrivant: 

VMO VMO 

{maj\inf}) = Yj ykaiaj\ib)Vbn, = '^LaC,.aCyj{flv\pO-}ClCl^Vb„, 

a,b a,b fivpcr 

= (pvipcr) (3.5.16) 

pvpCT 

Cette maniere d’ecrire les integrates bi-electroniques dans la base des POO n’est pas develop- 
pee plus dans la suite du manuscrit, mais pourrait se reveler interessant a poursuivre dans le futur, 
comme mesure de controle de tons ces developpements autour des POO. On peut notamment se 
poser des questions au sujet du comportement des POO dans le cas de deux extremes : les POO 
construites a partir de bases minimales seront-elles « pauvres », d’une certaine maniere, c’est-a-dire 
presenteraient-elles peu de flexibilite pour decrire correctement un systeme; au contraire les POO 
construites a partir de grandes bases possedant une grande flexibilite produiraient-elles une sorte de 
sous-espace optimale de virtuelles (optimale dans le sens oil elle reproduirait correctement I’energie 
de correlation longue-portee). Ces questions feront I’objet de developpements futurs. 

Notons egalement que les definitions que Ton donne section 3.5.1 des POO s’arretent a I’ordre 
le plus bas des polynomes. On peut en principe generer des POO d’ordres plus eleves, et definir 
des matrices V correspondant a ces POO. Selectionner un ordre de polynome pour generer les POO 
revient a selectionner certaines formes et proprietes de ces POO, c’est-a-dire revient en fait a selec- 
tionner une sous-espace des orbitales virtuelles, par exemple dans le but de bien decrire telle ou telle 
propriete. 

Dans I’esprit de mettre en place une theorie approximee qui profile du caractere local des or- 
bitales, on peut egalement ecrire une expansion multipolaire[174, 182] (ici dipolaire), par exemple 
pour les elements de la matrice K : 


= {mj\ini3) = {rnj^fy\i^ - (3.5.17) 

oil sont des moments dipolaires et L est le tenseur d’interaction longue-portee de second 

ordre (voir Annexe D.2.1). 
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Un resultat remarquable dans ce developpement d’orbitales POO est que les moments dipolaires 
que Ton trouve dans I’equation (3.5.17) s’ecrivent: 


{ina\fy\i) = (m|r„ (l - p) = S,njy, (3.5.18) 

et sont en fait les recouvrements entre orbitales virtuelles POO. Ceci permet d’ecrire les matrices de 
type K: 


et, avec le modele des excitations locales : 


(3.5.19) 


K'^' = s"L‘'s» (3.5.20) 

Les matrices K"-' dans 1’approximation des excitations locales s’ecrivent: 


K"'^' = (3.5.21) 

et impliquent des recouvrements de densite de charge appartenant a des domaines differents, que 
Ton peut negliger en accord avec 1’approximation des excitations locales : de toutes les matrices 
K"^, seules les matrices K'" = s"L"s" sont non nulles. On ecrit: 


B'-'' = K'^' - (Kj‘ = K'^(l - ^Sij) = s"L''^(l - ^(5,v)s" = s"L|^s" , (3.5.22) 


qui definit Lg. Je choisis I’indice « B » pour rappeler que c’est un objet qui emerge dans I’expansion 
multipolaire de la matrice B. Les integrales de type J'^ dans la formulation sans approximation 
s’ecrivent: 


= {imaljn/}) = (3.5.23) 

II s’agit de I’interaction de densites de charge formees par des orbitales localisees qui appar- 
tiennent a des domaines differents : on peut les negliger. On doit neanmoins garden les termes 
qui sont derives Annexe D.2.2. On ecrit, dans 1’approximation des excitations locales : 


A'‘i = 


(3.5.24) 
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oil La contient 1’«interrupteur » f qui permet de passer d’une formulation dRPA a une formulation 
RPAx, et est defini dans la meme Annexe. II s’agit d’un terme long mais pas complique; son interet 
est ici assez relatif. Le nom que je lui donne, L^, est cense rappeler le terme Lg que Ton a vu emerger 
plus haul, et rappeler qu’ici 111’objet emerge dans la derivation de la matrice A'. 

La methode presentee ci-dessus, deja amplement simpliliee par I’ensemble des approximations, 
prend en couple les correlations dipolaires anisotropes entre les electrons associes par les paires d’or¬ 
bitales localisees. Par la resolution des equations Riccati simpliliees, on note que les effets a A-corps 
sont pris en compte a I’ordre infini. Dans la suite j’introduis quelques simplifications supplemen- 
taires dans le but de rendre ce modele le plus proche possible des modeles qui sont postules, souvent 
d’une maniere ad hoc, en terme de coefficients de dispersion Ce et d’interaction IjR^ modulee par 
une fonction d’attenuation. 


3.5.5 Approximation par moyenne spherique et coefficients C6 


On pent encore simplifier les matrices 3x3 discutees plus haul par des objets scalaires, en 
considerant une moyenne spherique des recouvrements entre POO et des elements de la fockienne 
dans la base POO : 



oil : s' = (ijr^|f) - ^ \{i\r\k)f 

(3.5.25) 

Mi _ 1 c 

Jail ~ 3J 

oil : f = j+J]fik (^Ir^l*) - ^ (iWk) fa </|r|/) 

(3.5.26) 


k kl 


(I’expression de s' se retrouve facilement a partir de la definition du recouvrement S" ; les derivations 
qui menent a /' sont montrees dans 1’Annexe D.3). Avec cette approximation, les equations (3.5.15) 
s’ecrivent: 






1 

3 ' 2 ' 


1 






1 


(3.5.27) 


c’est-a-dire, en multipliant par 3^ : 


R'-' = + [fs^l - fus'sn - 3.-'L“) T'^- + T'^ (.'/■'I - fjjs's^l - 3s'V^) ^ 

+ ^s‘sh'‘VV^ + + jrs's^s^s'TV^T'^ 

On montre dans 1’Annexe D.1.3 que cette equation pent etre resolue sans effectuer de trans¬ 
formation pseudo-canonique, puisque Ton n’a plus a gerer le probleme de la matrice de Fock non 
diagonale. 

On va pouvoir deriver ici une expression de coefficients Ce. Pour rappel rapide, les coefficients 
Ce sont les coefficients que Ton utilise dans la modelisation de la force de dispersion de London par 
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la formule Ce/R^. On pent les deriver a partir de I’equation de Casimir-Polder[183, 184] (qui decrit 
les forces de dispersion comme resultant de fluctuations correlees des densites de charges entre 
deux couples de points situes dans deux sous-systemes) avec une succession d’approximations qui 
ressemblent aux approximations qui nous ont menes a ce point (expansion multipolaire, moyenne 
spherique, etc... ). On trouvera dans les sections II et IV.A de la reference [31] une description 
sommaire du procede. 

On rappelle que, notamment, la version dRPA-I de la formulation avec equations de "Riccati" se 
reduit au deuxieme ordre de I’interaction (voir la section 2.4.6) a I’energie MP2 directe. Dans cette 
formulation, et avec une adaptation de spin, I’energie dRPA-I s’ecrit (voir I’equation (2.6.8), et la 
section 2.6 en general): 


rclRPA-I-Riccati 

Rc 



IgdRPA IrpdRPAl 


tr{KT| 


EE 

ij a0 




s'L 




(3.5.29) 


oil T est I’amplitude obtenue avec des equations de Riccati ou, dans notre cas present. Lb = L et 
La = 0 (c’est-a-dire ou ^ = 0). Une approximation de la premiere iteration de la procedure montree 
equation (D.1.15) est: 



s'sJL 


ij 

a/s 


s'fi-s'sifjj+fsi-s'sifu 


(3.5.30) 


qui, insere dans I’equation (3.5.29) de I’energie, foumit une expression proche d’une sorte de MP2 
directe simplifie. 

Faisant usage du fait que la trace des tenseurs d’interaction longue-portee est = 

(R'^^ (voir 1’Annexe D.2.1 ou ceci est montre), on se retrouve a ecrire I’energie de correlation 
de I’equation (3.5.29) sous la forme : 


^dRPA-I(2) _ ^ 


ij 


2 1 

3 s‘fj - s'sJfjj + f si - shifii Rifi 





(3.5.31) 


Cette equation definit un coefficient approxime entre entre les LMO i et j. En utilisant la 
forme complete de I’energie de correlation dans cette approximation (avec les amplitudes conver- 
gees) nous avons un modele de type « dispersion a A-corps » {"many-body dispersion") dipolaire 
entre les orbitales localisees. Sur des bases assez diiferentes, avec des ingredients empiriques, un 
modele du meme esprit a ete propose tres recemment par Silvestrelli [185]. 

Dans une derivation des coefficients Ce a partir de la formule de Casimir-Polder, on trouve en 
fait ces coefficients par 1’integration : 


C‘/ = - [ dca ai^(ica)a{^(m), (3.5.32) 

^ .Jo 

c’est-a-dire que, en « remontant» ce raisonnement a partir des coefficients Ce que I’on a trouve 
par un autre moyen, on pent etablir qu’ils correspondent a une approximation terme unique de la 
polarisabilite dynamique dipolaire non-interagissante moyenne suivante : 
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^ fsi-s‘sifii 


(3.5.33) 


+ 


Le lecteur peut verifier que cette expression de ao(!w), injectee dans I’equation (3.5.32), four- 
nit bien les coefficients Ce vus equation (3.5.31). On observe que dans I’equation (3.5.33), I’ener- 
gie d’excitation effective qui permet d’ecrire la polarisabilite moyenne est dans notre cas ai, = 
f's^ — s‘ fi 

-—-. On reverra cette facon d’exprimer les objets tels que les fonctions de reponse (et, 

s'sJ 

ici, les polarisabilites) avec des energies effectives moyennes dans le chapitre 5, ou on adapte la 
technique BED a I’espace reel. Dans I’expression (3.5.33), le fait que Ton peut exprimer aQiia>) 
uniquement en fonction des objets et est une consequence de la propriete remarquable que le 
second moment entre une orbitale occupee et une POO correspond au recouvrement entre POO (voir 
equation (3.5.18)). 

L’energie de correlation RPA non approximee peut etre obtenue par iteration, c’est-a-dire par la 
formule logarithmique (voir la section 2.7 sur le sujet): 


-dRPA-I 


I f dcj 

--/-t,|Log(0 


[no(ia>)lK) -t [no(ia>)lK|, 


(3.5.34) 


oil ino(!w) est la fonction de reponse non-interagissante dans 






ino(M = 


ao(!w) 0 



a'oiiM) 

0 

0 

0 al(ia>) 

OU : 

ao(M = 

0 

a'oiioj) 

0 




, 0 

0 

aoiio)) ^ 


(3.5.35) 


et: 



' K“ 

K12 ' 



s'L'xxS-’ 

s'L'iyS^ 


K = 



ou : 

= 

s'Lyis-’ 

; 



\ 

> 



s'llls^ 

S'L'iyS^ 



On retrouve avec cette formulation alternative un modele qui lui aussi contient des sommations 
d’interaction a A-corps a I’ordre infini, comme on a mentionne plus haut avec I’utilisation des am¬ 
plitudes convergees. 


3,6 Conclusion et perspectives 

Dans ce chapitre j’ai esquisse quelques pistes possibles pour exploiter les avantages de formuler 
le probleme RPA dans une base localisee, notamment dans le contexte de calculs inter-moleculaires 
(collaboration avec le LCT). Les derivations des equations avec les orbitales oscillantes projetees 
montrent que Ton peut, sous certaines approximations que Ton considere adaptees, exprimer la tota- 
lite des equations impliquees dans les calculs RPA sans mention explicite des orbitales virtuelles. Get 
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axe de travail est d’un interet certain du point de vue pratique du temps de calcul. Egalement, ceci 
est un message encourageant quant a la perspective de constmire des fonctionnelles de correlation 
de qualite RPA mais qui ne necessitent pas I’utilisation des orbitales virtuelles. Apres un chapitre 
concernant un travail sur les visualisations dans I’espace reel, on va retrouver cette idee d’eviter la 
connaissance du spectre complet de rhamiltonien dans 1’approximation EED (chapitre 5). 
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Chapitre 4 


Visualisations dans I’espace reel 


On propose dans ce chapitre des visualisations sur des grilles de I’espace reel. Un 
programme a ete ecrit, capable de calculer des fonctions de I’espace reel telles que le 
trou d’echange, la fonction de reponse, ou encore une approximation Gaussienne de la 
fonction de Dirac, etc... Ce programme utilise en input des orbitales d’un calcul MOLPRO 
quelconque calculees sur des grilles parallelepipediques ou sur des grilles dites de type 
"DFT", et ecrites dans des fichiers formates ou non. 

Ce travail est une sorte de preambule a un travail plus important qui consisterait a 
repenser la generation des points des grilles de type "DFT" pour mieux echantillonner 
I’espace entre les atomes et mieux correspondre aux besoins de calculs de correlation 
longue-portee. 

On montre des visualisations des orbitales POO decrites au chapitre 3, ainsi que des 
visualisations du trou d’echange et de la fonction de reponse. 


4,1 A propos des grilles 

Representer une fonction /(r) dans I’espace reel suppose de mettre en place une grille de I’es- 
pace, avec un ensemble de points discrets {Aj, de sorte que Ton puisse representer la fonction /(A) 
sur les points de grille. Les grilles les plus communement utilisees lorsque Ton veut atteindre une 
representation visuelle des objets sont des grilles parallelepipediques, ou grilles "regulieres", dans 
lesquelles les points sont regulierement disposes dans les directions x, y et z, voir figure 4.1. Dans 
le cas de ces grilles "regulieres", les coordonnees des points sont entierement connues lorsque Ton 
connait un point d’origine et I’espacement entre les points dans chaque direction. On pent egale- 
ment utiliser des grilles developpees pour la DFT, qui sont des grilles dans lesquelles les points 
sont judicieusement places pour correctement representer Tespace la ou la densite est supposee etre 
« interessante », et sont epars voire inexistants la ou la densite est attendue nulle. En pratique, on 
place des points munis de poids autour des atomes avec des parametres dependant des proprietes des 
atomes. Ceci permet d’obtenir des grilles avec beaucoup moins de points, et ou les points sont tons 





Visualisations dans I’espace reel 


importants (voir par exemple figure 4.1). Avec ces grilles, on doit explicitement donner toutes les 
coordonnees, ainsi que les poids qui sont associes a chaque point. 



Table 4.1: Grilles "regulieres" (haul) et de type "DFT" (has). On montre les points de grilles a 
gauche, les connexions qui permettent de tracer des isosurfaces etc... au milieu, et les points avec 
leurs connexions a droite. (Dans le cas de la grille "reguliere" seulement un point sur dix est montre, 
pour des raisons de clarte). On voit nettement les differences de densite et de distribution dans les 
deux methodes. Notons que dans le cas des grilles de type "DFT", quelques points sont places loin 
de la molecule, ce qui oblige ici a visualiser une plus grande boite. Dans I’exemple que Ton montre 
ici, la grille "reguliere" contient 80 x 80 x 80 = 512000 points ; la grille DFT en contient 5835. 


Nous pensons qu’un developpement interessant autour de I’utilisation de ces grilles de 
type "DFT" pour calculer et representer des objets ayant trait a la correlation longue-portee 
serait une reprogrammation de la generation des points de maniere a echantillonner plus 
precisement I’espace entre les atomes. 


J’ai ecrit un programme interface avec MOLPRO [131] capable de calculer sur des grilles (de type 
"regulieres" ou de type "DFT") des fonctions telles que la fonction de reponse^(ri, r 2 ) = ;t'(A, B), le 
trou d’echange hx{ri , r 2 ) = hxiA, B), etc... A partir d’un calcul MOLPRO au choix, les orbitales sont 
recuperees dans des fichiers CUBE classiques dans le cas des grilles "regulieres", et, dans le cas de 
grilles de type "DFT", dans des fichiers CUBE modifies qui semblent decrire des grilles 1 x 1 x Atot 
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oil A^tot est le nombre total de points de grille. Une liste des coordonnees et des poids est alors lue 
dans le Itchier de sortie du calcul MOLPRO. Les fichiers peuvent etre sous forme formatee ou non. 

De nombreux outils de visualisation existent pour representer des fonctions de I’espace a I’aide 
de grilles reelles (citons VMD, ou MoProViewer). J’ai mis en place une procedure pour representer des 
fonctions de I’espace calculees sur des grilles de type "DFT", en utilisant OpenDX DataExplorer 
(par brievete : DX). Ainsi, les fonctions calculees sur des grilles par notre programme sont donnees 
en sortie, soil a nouveau sous forme de fichiers CUBE dans le cas des grilles "regulieres", soil sous 
une forme lisible par DX dans le cas des grilles de type "DFT". 


4,2 Orbitales localisees POO 

Je propose la procedure suivante de visualisation systematique des orbitales POO : pour un en¬ 
semble LMO/POO {/, ix, iy, 4 } donne, on montre les isocontours sur les trois plans de coupe (xy, yz, 
zx) centres sur le centroide de la LMO i. 

Dans la figure 4.2 est presente le resultat d’une telle procedure pour une orbitale LMO corres- 
pondant a une paire fibre de I’oxygene d’une molecule d’eau et figure 4.3 pour une orbitale corres- 
pondant a une liaison C-C de I’ethylene. A chaque fois, pour cliaque plan de coupe, je montre, de 
gauche a droite : le plan de coupe, 1’isocontour de la LMO, et les isocontours des 3 POO construites 
a partir de la LMO. Le centroide de la LMO, centre des plans de coupes, est represente par un point 
noir labelise "Q". 

On volt bien I’effet de la multiplication par un element dans chaque direction, c’est-a-dire 
la creation de plans nodaux et la succession de zones de contours positifs et negatifs autour du 
centroide. Pour chaque direction (c’est-a-dire pour chaque POO) un des plans de coupe est «inutile » 
(par exemple un plan de coupe yz pour une POO creee par multiplication par r^). On volt egalement 
la deterioration relative de la localite par rapport a I’orbitale LMO. 


4,3 Trou d’echange 

[NOTE: ce travail a depuis fait I’objet d’une publication : Relationships between charge 
density response functions, exchange holes and localized orbitals. B. Mussard, J.G. Angyan, 
Comp. Theor. Chem. 1053 44-52 (2015)] 

Une idee interessante pour evaluer la qualite des orbitales localisees est d’utiliser une rela¬ 
tion bien connue[ 186-1 89] concernant I’expression du trou d’echange dans le contexte des or¬ 
bitales localisees. On considere I’expression du trou d’echange avec des fonctions d’onde mono- 
determinantales : 


hxiXur2) 


-1 

«(ri) 


'Yj <^*(ri)0j(ri)<^*(r2)0/r2), 

ij 


qui, dans le cas d’orbitales parfaitement localisees, s’ecrit: 


hxiruri) = “X 


(’,(ri 


«(ri) 


\<Pi(X2)\ 


(4.3.1) 


(4.3.2) 
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Figure 4.2: Isocontours des orbitales oscillantes projetees (POO, colonnes (2), (3) et (4)) construites 
a partir d’une orbitale localised occupee (LMO, colonne (1)) correspondant a un doublet libre de 
I’oxygene de la molecule d’eau. On montre (tout a gauche) un schema indiquant les plans de coupe 
sur lesquels sont calcules les isocontours ; on represente par un point noir labelise "Q" le centroide 
de la LMO. 


On pent en effet considerer que I’espace de la molecule est divise en domaines[31] Q, dans 
lesquels ~ 1. Ainsi, avec la fonction fenetre ©,(ri) (qui est egale a 1 si ri est dans Q, et est 

nulle autrement), on ecrit: 


/Jx(ri, rz) = 0,(ri) \(piir 2 )f , 


(4.3.3) 


c’est-a-dire que Ton peut approximer le trou d’echange lie a un point de reference par le carre 
de I’orbitale qui est localisee dans le domaine de I’espace de ce point: hxirA,r 2 ) = \^a(X 2 )?', ou A 
designe I’orbitale pour laquelle ©^(rA) = 1. 
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Figure 4.3: Isocontours des orbitales oscillantes projetees (POO, colonnes (2), (3) et (4)) construites 
a partir d’une orbitale localisee occupee (LMO, colonne (1)) correspondant a une liaison C-C de 
1’ethylene. On montre (tout a gauche) un schema indiquant les plans de coupe sur lesquels sont 
calcules les isocontours; on represente par un point noir labelise "Q" le centroide de la LMO. 


Je montre figure 4.4 un exemple d’une telle approximation pour un point de reference au 
niveau du centroide d’une orbitale localisee correspondant a un doublet libre de I’oxygene de la mo¬ 
lecule d’eau et figure 4.5 pour un point de reference au niveau du centroide d’une orbitale localisee 
correspondant a une liaison C-C de I’ethylene. On est enclins a penser que la bonne correspondance 
entre les representations des objets des deux cotes du signe egal de I’equation (4.3.3) indique la 
qualite de la localisation des orbitales. 


4,4 Fonction de reponse 

[NOTE: ce travail a depuis fait I’objet d’une publication : Relationships between charge 
density response functions, exchange holes and localized orbitals. B. Mussard, J.G. Angyan, 
Comp. Theor. Chem. 1053 44-52 (2015)] 
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Figure 4.4: Representation sur trois plans de coupe des isocontours (1) du trou d’echange corres- 
pondant au point de reference montre par le point noir labelise "Q" et (2) du carre de I’orbitale 
localisee dont le centroide est le point de reference, r^. 


Des definitions de la densite a deux particules n 2 (rur 2 ) = «(ri)«(r 2 ) - d(ri, r 2 )n(ri) et du trou 

d’echange-correlation r 2 ) = - n(r 2 ), on pent deduire la relation qui suit: 

«(ri) 


«(ri)/!xc(ri,r2) = n2(ri,r2) - «(ri)«(r2) 

= <«2(ri,r2)) - <n(ri))<«(r2)) 

= <«(ri)«(r 2 )) - b(ri, rz) <«(ri)) - <«(ri)) <n(r 2 )> 

= <(5/!(ri)(5«(r2)> - d(ri,r2)<n(ri)), (4.4.1) 

oil <U) designe une valeur moyenne sur I’etat fondamental, {0|U|0) et ou on utilise h = n + 5h (voir 
2.2). Ainsi: 


n(ri)/ 2 ;tc(ri,r 2 ) + (5(ri,r2)«(ri) = ( 6 h(r i) 6 h(r 2 )) (4.4.2) 
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( 1 ) ( 2 ) 


Figure 4.5: Representation sur trois plans de coupe des isocontours (1) du trou d’echange corres- 
pondant au point de reference montre par le point noir labelise "Q" et (2) du carre de I’orbitale 
localisee dont le centroide est le point de reference, r^. 


On retrouve une expression qui met en jeu \es fluctuations de densite de charge. Comme on a vu 
dans le chapitre sur la RPA, et notamment equation (2.2.4), ces fluctuations sont liees a la fonction 
de reponse par le theoreme de fluctuation-dissipation. On va d’ailleurs voir a present que Ton pent 
lier I’equation (4.4.2) a la fonction de reponse statique. Ainsi, comme il sera rendu abondamment 
clair dans la suite (voir chapitre 5), on pent approximer la fonction de reponse en utilisant des de- 
nominateurs effectifs de sorte a « faire monter » la sommation sur les etats excites au numerateur, y 
utiliser une resolution de I’identite et se debarrasser du besoin de connaitre le spectre d’excitation. 
Ceci applique simplement a la fonction de reponse statique donne : 
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V(i'i>r2;0) 


«„(ri)«;(r2) 


irr^ — 


irj^ - Qfi- 


2 y na{Ti)na iT2) 

n ~ ■ 

£r#0 ' 




«ty(ri)«g(r2) 

Q(ri,r2) 

,Zq.^o «g(ri)«g(r2) 

Q 


«g(ri)«a(r 2 ) 

irj^ - Q„ 


oc ^ n„(ri)«„(r2), 


(4.4.3) 


(4.4.4) 

(4.4.5) 


oil, a part la supposition que les orbitales soient reelles, seule la demiere etape est une approximation, 
c’est-a-dire seule I’etape qui reduit la fonction Q(ri,r 2 ) definie ligne (4.4.4) a une simple constante 
£1 est une approximation. On fait le lien entre la forme de la fonction de reponse vue ligne (4.4.3) et 
cedes vues dans le chapitre sur la RPA dans 1’Annexe A.6.3. L’approximation que I’on voit ici est 
une esquisse d’une technique largement developpee dans la suite, et d’une certaine maniere vue dans 
les references[31, 153]. L’idee pour le moment est simplement de pouvoir montrer qu’au final, une 
comparaison des equations (4.4.2) et (4.4.5) permet d’ecrire : 


^(r 1 , r 2 ; 0) oc n(ri)h^c(ri , r 2 ) + d(ri, r 2 )«(ri) (4.4.6) 

Les portees de cette equation sont multiples. Elle permet de comprendre que la reponse de la 
densite de charge d’un systeme au point r 2 a une perturbation exterieure appliquee en ri pent etre 
predite a partir de la connaissance du trou d’echange-correlation du point de reference ri. Ainsi la 
reponse du systeme (la redistribution des electrons ; c’est-a-dire la polarisation des electrons) ne sera 
non-nulle que dans I’espace ou le trou est non-nul. Ceci lie intimement les notions de trou d’echan¬ 
ge-correlation, de fonction de reponse, et de localisation des electrons[153]. 

Avec le programme decrit section 4.1, on pent calculer sur une grille les fonctions 
^j:c(rA, Tfi) et ^(r^, ffi), de sorte que Ton peut representer visuellement les objets a gauche et a droite 
du signe egal de I’equation (4.4.6). 

De telles representations sont montrees figure 4.6 pour un point de reference Ya place au niveau 
du centroide d’une orbitale localisee correspondant a un doublet fibre de I’oxygene de la molecule 
d’eau et figure 4.7 pour un point de reference place au niveau de la liaison C-C de 1’ethylene. On voit 
que la stmcture primaire de la fonction de reponse est recuperee par 1’approximation vue equation 
(4.4.6). 


4,5 Conclusion 

Le travail presente ici rend compte de pistes de reflexions autour de 1’utilisation de grilles de I’es¬ 
pace reel pour des calculs de correlation RPA. Cette possibilite a toujours ete repoussee a cause de 
la resolution necessaire lorsque Ton utilise des grilles parallelepipediques, et done du nombre redhi- 
bitoire de points de grilles sur lesquels faire des sommations. L’utilisation (et a terme : I’adaptation) 
des grilles de type "DFT" devrait ouvrir la vole a d’interessants developpements a ce sujet. Avec le 
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Figure 4.6: Representation sur trois plans de coupe des isocontours de (1) la fonction de reponse 
correspondant au point de reference r .4 montre par le point noir labelise "Q" et de (2) I’objet vu a 
droite du signe egal de I’equation (4.4.6), egalement au point de reference r^- 


programme que j’ai ecrit lors de ces reflexions, il est tout de meme d’ores et deja possible d’obtenir 
des visualisations, entre autres : de fonctions de reponse. Ceci est un outil assez peu repandu malgre 
son interet certain pour atteindre une meilleure comprehension des phenomenes lies a la correlation. 
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( 1 ) 


( 2 ) 


Figure 4.7: Representation sur trois plans de coupe des isocontours de (1) la fonction de reponse 
correspondant au point de reference r .4 montre par le point noir labelise "Q" et de (2) I’objet vu a 
droite du signe egal de I’equation (4.4.6), egalement au point de reference r. 4 . 
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Chapitre 5 


EED : Approximation du denominateur 

effectif 


Le but de ce chapitre est de montrer un developpement d’une approximation appe- 
lee EED (pour Effective Energy Denominator) et qui consiste a ecrire la "sommation de 
fractions" qui apparait dans les expressions des fonctions de reponse comme une "frac¬ 
tion d’une sommation", c’est-a-dire que Ton ecrit un objet qui autorise I’application d’une 
resolution de I’identite au numerateur, et permet ainsi de s’affranchir de la connaissance 
du spectre de I’hamiltonien. Cette technique est une generalisation de 1’approximation de 
Unsold ou I’energie moyenne depend de la frequence. On trouve en Annexe E les details 
des derivations. 

Ce developpement se place dans I’espace direct, c’est-a-dire que Ton manipule des 
objets avec leurs dependances aux coordonnees spatiales, par opposition aux habitudes de 
presenter des developpements dans les espaces de Hilbert, c’est-a-dire sur des objets ecrits 
avec des elements de matrice sur une base d’orbitales. 


5,1 Contexte et motivation 

Habituellement, on travaille en chimie quantique avec une representation matricielle des objets 
qui nous interessent, oil les dimensions du probleme sont determinees par celles de I’espace des 
fonctions de base (par exemple orbitales atomiques, ondes planes, etc ... ). On refere souvent a une 
telle technique comme une approche spectrale, etant donne qu’il s’agit d’une expansion de type 
Fourier de la fonction cible; ce que Ton peut mettre en opposition avec des methodes qui representent 
cette fonction cible directement sur une grille de points soit dans I’espace direct, soit dans I’espace 
reciproque. Typiquement, en DFT, on utilise une representation sur grille de la densite electronique, 
qui est une fonction relativement simple a 3 variables. On a vu qu’en RPA la quantite fondamentale 
est la fonction de reponse (et les fonctions de correlation de paire), qui dependent de 2 fois 3 variables 
d’espace, ce qui entraine une complexite considerablement plus importante. 





EED : Approximation du denominateur effectif 


Dans les expressions de la fonction de reponse que Ton rencontre dans les autres sections, on 
a besoin du spectre complet des excitations de I’hamiltonien, c’est-a-dire que Ton a besoin d’une 
lourde sommation sur les etats virtuels. On montre id une sorte de generalisation de 1’approximation 
de Uns61d[190], autrement connue sous le nomd’« approximation du denominateur effectif ». L’idee 
de base, tres simple, est de sortir le denominateur de la sommation en definissant un denominateur 
effectif. La sommation ne porte plus ainsi que sur le numerateur, sur lequel on applique une simple 
resolution de I’identite pour se debarrasser de la sommation sur les etats excites. 

Lors des applications de 1’approximation d’Unsold, le denominateur effectif peut etre choisi de 
dilferentes manieres : a partir du premier potentiel d’ionisation[191], pour reproduire une valeur ex- 
perimentale, ou a partir des considerations de perturbatives[192]. Ces choix presentent leurs limites 
lorsque Ton considere la quantite de la fonction de reponse approximee sur I’ensemble de la gamme 
de frequence. 


5,2 Technique de I’energie effective 

Une approche alternative, potentiellement exacte, a ete proposee par Berger et. al. [193, 194] 
sous la forme d’un denominateur effectif qui est frequence-dependant. Cette technique porte le nom 
d’approximation du denominateur effectif {Effective Energy Denominator : EED). La derivation de 
Berger et. al. est faite dans le cadre de la physique du solide, done en espace reciproque. Je montre 
ici une etude du sujet en espace reel. 

On utilise une forme de la fonction de reponse x qui nous sera pratique dans la suite. Cette 
forme est derivee dans la section A.6.3, et s’ecrit (se souvenir que la quantite irj^ que Ton voit dans 
I’Annexe tend in fine vers zero et n’est presente que pour justifier certains raisonnements, voir A.6.1 
et surtout A.6.2) : 


A(ri,r2; 



Wg(riX(r2) 

ioj - Qq, 


+ 


<(riX(r2) 
-ia> - Qq, 



,r2-,iM) +X-{'rur2-,icS}, 


(5.2.1) 


ou Ton observe la propriete suivante : X(ri,r 2 ; -w) = ^-(ri, r 2 ; ai). Ainsi, la procedure que Ton 
va decrire dans la suite peut etre appliquee a x+ et X- ■ Ceci genererait, comme on va le voir dans la 
suite, une serie d’objets Q™, etc... qui sont tous lies par le meme type de relation qui \iex±- H 
semble plus pedagogique de travailler sous I’hypothese d’orbitales reelles, ou on a «* (r 2 ) = «a(r 2 ) 
et ou on peut ecrire : 


;t-(ri, r2; /ai) = V nQ.(ri)nQ,(r2)l - 

1 10 


a^O 


D/y 


■a 


= 2Re[ Yj 

a^O 


»g(ri)»a(r2) 

ioj - Q„ 


(5.2.2) 


et d’appliquer le procedure directement &x • 

La procedure est done la suivante : on definit le denominateur effectif (FEED) Q''"(ri , r 2 , iot) par 
la relation : 


A'(ri,r2;/ai) 


nffYfinffY2) 

ioj - D™(ri,r 2 , ioJ)’ 


(5.2.3) 
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qui donne une nouvelle expression (en principe exacte) de la fonction de reponse. Grace a cette 
formulation, on peut utiliser la resolution de I’identite au numerateur et obtenir la fonction de reponse 
comme une valeur moyenne sur I’etat fondamental (voir section 5.3) pourvu, bien sur, que G™ soil 
connu. 

Notons que I’energie effective Q'“(ri, r 2 , ;tu) depend a la fois des deux coordonnees qui sont im- 
pliquees dans la fonction reponse, ainsi que de la frequence y. Cette dependance peut etre consideree 
comme une generalisation naturelle d’une observation rapportee dans la litterature a propos des uti¬ 
lisations diverses de 1’approximation de Unsold : il n’existe pas une energie d’excitation moyenne 
pour un sySterne donne; il faut deriver ou ajuster des energies effectives separement pour les diffe- 
rentes composantes de la polarisabilite statique, pour la polarisabilite moyenne, pour 1’estimation du 
coefficient de dispersion, etc... [192]. 

Avec cette methode, ce qu’il faut trouver a present c’est une expression exacte pour FEED, et 
un cadre pour I’obtenir par des approximations successives. Une relation interessante est obtenue 
en multipliant I’equation (5.2.3) de chaque cote par (ioj - Q""(ri, r 2 , ico)) puis en multipliant chaque 
terme de la somme sur les etats excites a droite du signe egal par 1 = ■ 

(ito - Q""(ri, r 2 , ioj)) x(ri , r 2 ; ico) = V (ioJ - G„), (5.2.4) 


qui se simplifie en : 


Q™(ri,r2,My-"(ri,r2;M 


E 


1 )^Q'(r2)^a' 

i(x) - Qfv 




(5.2.5) 


La nouvelle quantite obtenue a la droite de I’equation (5.2.5) ressemble a une fonction de re¬ 
ponse : on la designe par , tandis que la fonction reponse de densite de charge a ete designee 
comme y". 


L’idee est d’appliquer la meme procedure de maniere repetee pour obtenir une hierarchie 
d’objets ..., G"", ..., ouvrant ainsi la porte a un cadre precis ou approximer 


Ainsi on definit un deuxieme EED sur la « quasi-fonction de reponse » : 


y''(ri,r2;M 


tta(Xl^nQ,(jL2^^LY 
ia> - (ri, r2, iio) 


conduisant au meme type de relation que nous avons vu dans 1’equation (5.2.5) : 


Q"'(ri, r 2 , /tu)y^(ri, r 2 ; icj) = 


«g(ri)«a.(r2)Gt,G„ 
io) - f2„ 


(5.2.6) 


(5.2.7) 
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qui, a son tour, definit une nouvelle fonction pour laquelle on peut ecrire : 




ia> - iui - Q27(r 1, r2; i<jS) 


(5.2.8) 


et ainsi de suite : la procedure iterative peut continuer ad infinitum. 


5,3 Expression des numerateurs 

Une observation attentive des numerateurs des equations (5.2.3) (5.2.6) et (5.2.8) va nous per- 
mettre de montrer que Ton peut les exprimer comme des valeurs moyennes sur I’etat fondamental, 
c’est-a-dire que Ton peut s’affranchir de la connaissance du spectre de I’liamiltonien pour les cal- 
culer. Je fais egalement emerger des relations avec les regies de somme[195], un aspect qui est plus 
developpe Annexe E.5. 

Comme il a deja ete vu, par exemple equation (4.4.1), le numerateur de la definition du premier 
EED, equation (5.2.3), va s’ecrire : 


^«„(ri)«„(r 2 ) = 2 X + < 0 |«(r 2 )|a> <a|«(ri)|0) 



(5.3.1) 


oil <U) designe une valeur moyenne sur I’etat fondamental, {0|U|0). Ainsi le numerateur s’ecrit en 
fait (voir Annexe E.5) : 



(5.3.2) 


J’ai designe ce numerateur par 5'"", de sorte que Ton peut ecrire I’equation (5.2.3) d’une maniere 
abregee : 



(5.3.3) 


id) - Q"" 


Concemant le numerateur de I’equation (5.2.6), on considere que : 



+ <0|«(r2)|a) (<a|fi(r,)|0) Q„) + (d„ <0|«(r2)|a)) <a|fi(ri)|0), (5.3.4) 
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oil Ton utilise le theoreme hyperviriel[196, 197] (voir en Annexe E.l les quelques lignes qui per- 
mettent de demontrer cette relation) pour ecrire : 

^ «„(ri)M„(r 2 )Q„ = ^ X ”(>' 2 )]|o) - {o\[h, «(ri)]|a) <Q'|«(r 2 )| 0 ) 

+ < 0 |«(r 2 )|a>(a|[H,«(ri)]|o) - (o|[77,«(r2)]|a) <a|«(ri)|0) 

= ^ (([«(ri), [ h , «(r 2 )]] + [«(r 2 ), [ h , «(ri)]])), (5.3.5) 

oil [U, U] est un commutateur. On utilise, pour passer de la premiere a la deuxieme ligne, le fait que 
«(r)j^ = 0 pour appliquer une resolution de I’identite. On montre dans les Annexes E.2 et E.3 
que le commutateur est lie a la divergence de la densite de courant: [w, M(r 2 )] = iVr, • j(r 2 ). Ceci 
explique la notation u"-' utilisee pour la fonction de reponse;^f'‘■'; je designe d’ailleurs ce numerateur 
par 5'’': 


5"^(ri,r2) = ;^(5o(ri,r2) + 5o(r2,ri)), 


(5.3.6) 


et on ecrit: 




S’lt 


ioj - 


(5.3.7) 


Dans les developpements de FEED dans I’espace reciproque, ce commutateur est travaille de 
sorte a faire sortir deux termes differents (voir par exemple les equations (6) a (9) de [193] et (6) a 
(10) de [194]) : le lecteur trouvera dans I’Annexe E.4 une discussion sur le lien entre ces derivations 
et I’expression de notre commutateur en fonction de la densite de courant. 

De maniere analogue, le theoreme hyperviriel sur le numerateur de I’equation (5.2.8) nous permet 
d’ecrire : 


^ «„(ri)«„(r2)Qn.Q„ ^ ^ X < 0 I”(>'i)|Q') )(<a|«(r2)|0) Q„) + (o„ <0|«(r2)|a))(<Q'|M(ri)| 0 ) 

= -\Yj (o|[^’ «(r2)]|o) + {o\[h, «(r2)]|a) (a|[w, «(r,)]|o) 

O' 9^0 

= -l([w,/i(ri)] [H,h{r 2 )]+[H,Pi(r 2 )] [77,n(ri)]), (5.3.8) 

qui se reduit a une moyenne sur I’etat fondamental pour les memes raisons que precedemment. 
Ce numerateur est appele 5" pour des raisons qui sont a present evidentes, et on pent ecrire (voir 
Annexe E.5) : 





(5i(ri,r2) + 5i(r2,ri)), 


(5.3.9) 
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d’ou : 


A 


JJ 


sjj 

ia> - Qjj 


(5.3.10) 


On a derive une serie d’objets connus (S"", et 5^0 qui permettent d’exprimer les premieres 
approximations d’une sequence hierarchique potentiellement exacte par de simples moyennes sur 
I’etat fondamental, c’est-a-dire sans connaitre I’ensemble des etats excites (mais pourvu que Ton 
soit capable de calculer les EED Q"", etc ...). 

Toutefois, il serait trop tot pour se rejouir : d’une part, le theoreme hyperviriel, que nous avons 
evoque lors des derivations n’est valable que pour les solutions exactes de I’equation de Schrodinger, 
d’autre part les calculs de ces moyennes sur I’etat fondamental sont loin d’etre triviaux a effectuer, 
car nous avons affaire a des operateurs a deux electrons, venant de produits d’operateurs mono- 
electroniques. Avant aborder la question d’un cadre pratique de I’utilisation de ces moyennes sur 
I’etat fondamental, je vais montrer comment clore cette serie des approximations successives de 
FEED. 


5,4 Approximations des EED 


L’objet d’interet ici est;^^™ ; les numerateurs S™, S"-' et sont connus et les denominateurs 
effectifs sont les elements qu’il nous faut approximer. Les definitions les plus explicites des EED 
sont obtenues lorsque Ton considere, par exemple pour Q™ : 


^nn 

dans laquelle, a nouveau, on pent exprimer explicitement Q"" et Q"-' pour ecrire : 


(5.4.1) 


S’'J icj - Q"" 

^ 5'"^ icjj - 

S'™ 

iO) -:-TT 

idj - Q" 


(5.4.2) 


dans une procedure que Ton peut repeter a I’envi pour obtenir une hierarchie 
pour Q"". Une approximation de premier ordre pour Q"" est obtenue en posant D 
(5.4.1): 




Q"-' dans 


Qnnm ^ 


S"J 

^ nn ’ 


(5.4.3) 


et une approximation de deuxieme ordre est obtenue en posant D"" s; Q"-' s; dans (5.4.2) : 


q««(2) ^ 




^nn 


SJJ 

S'ti 


(5.4.4) 
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Evaluation de la fonction reponse non-interagissante 


Remarquons que dans cette approximation d’ordre deux, FEED comporte une dependance ex- 
plicite et non triviale a la frequence. 


5.5 Evaluation de la fonction reponse non-interagissante 


D’un point de vue plus pratique, on pent chercher a mettre en place des expressions calculables 
pour les numerateurs, et pour les fonctions de reponse. Dans une perspective d’applications pour 
calculer I’energie de correlation RPA par une approche matrice dielectrique, I’objet central qui nous 
interesse est la fonction reponse non-interagissante. Ainsi, rhamiltonien devient rhamiltonien Kohn- 
Sham ou Kohn-Sham generalise, eventuellement I’operateur Hartree-Fock; la somme sur les etats 
excites se simplifie comme une sommation sur des orbitales virtuelles. 

Deux approches s’otfrent a nous : dans une premiere approche, on travaille sur la fonction de 
reponse avec sa dependance explicite aux coordonnees ri et r 2 et on degage des FED qui dependent 
des coordonnees : Q(ri,r 2 ); dans une deuxieme approche, on applique la procedure des FED di- 
rectement a un objet qui est la fonction de reponse ecrite sur la base des orbitales atomiques et on 
obtient des FED qui dependent des bases : D^v.crp (au lieu de dependre des coordonnees). 

On considere dans les deux cas la fonction de reponse suivante : 


X{Yi,Y2,ia>) = 2Re|^ 


4>*ii Yx)(pa{Yi)<pl(Y2)(pi{Y2) 
i(0 - ilia 


(5.5.1) 


5.5.1 Approche avec une EED dependante des coordonnees 


Considerons 1’objet defini de la maniere suivante : 


X{YuY2,i(^) = 2Re|^^ 


<P*(Yi)(pa{Yi)f^{Y2)<pi(Y2) 
i(0 - ilia 


X 


,(0 


(5.5.2) 


La procedure EED que Ton connait bien a present, appliquee a x^‘\ se resume aux equations 
suivantes : 
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y'\ri,r2;/w) = 


7®(ri,r2;/w) = 


fjjri) iZa MriWqjri)) 
io) - Q®(ri, r2, ica) 

fi (ri)0„(ri)(^*(r2)0,(r2)^a 


ici) - D.ia 
a 

fj (ri) (Ha <PaiXl)^iafa(X2)) <Pi{T^2) 
io)- Q®(ri,r2, iw) 


y*''(ri,r2;!w) 


(5.5.3) 


etc . . . , 

ou Ton evite soigneusement d’utiliser les denominations « nn », « n j », etc... Comme precedem- 
ment, une premiere approximation de FEED est: 


0^(ri) iZa MrD^iafairi)) <Pi{Y2) 

0*(ri) (2a <^a(ri)C(r2)) 0,(r2) 


ce qui produit une premiere approximation de la fonction de reponse : 


(5.5.4) 


0*(ri) (2a <^a(ri)0*(r2)) 0,-(r2) 

fjixi) (2a 0a(ri)tl,-aC(r2)) 
0*(l’l) (2a 0a(ri)C(r2)) (piiYl) 


= 0Kri) 


2a^a(ri)0;(r2) 

i:„0a(ri)Q,aC(r2) y 

2a0a(ri)C(r2) , 

(5.5.5) 


Les quantites qui contiennent les sommations sur les etats virtuels peuvent etre ecrites dans une 
base d’orbitales atomiques : 


Ca;iCayA//(l'lky(l'2) = ^ Gy/A'//(l'lky(l'2), (5.5.6) 

a fiv a (IV 


et: 


(f« “ ^a(>'2) = X X C«/iC«veaA/i(l'lky(l'2) - '■EE Ca^c„vA,i(riky(r2) 

a (IV a (IV a 

= Yj (S'^FQ - f-Q),^Akrik:(r2) (5.5.7) 

fIV 

L’expression finale de la premiere approximation de la fonction de reponse est avec cette ap- 
proche : 
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flV y{(T 


Jl^n■ GvMA^/.(rik;(r2) 


(5.5.8) 


i:^,(S-iFQ-e,Q)^^;r/.(ri);r:(r2) 


■ Cia-xliri)xAr2) 


1 ( 1 ) - 


Z/iv QvfjXt^irOxliri) 


On peut constater que cette strategic n’est pas tres adaptee aux applications numeriques car la 
quantite definie par I’equation (5.5.8) ne se prete pas aux techniques d’integrations analytiques et 
rinevitable integration numerique risque d’etre couteuse. 

5.5.2 Approche avec fonctions de base atomiques 


Avec cette approche, on cherche directement a faire emerger une expression de la fonction de 
reponse dans la base des orbitales atomiques : 



fiv Air \ ia ) 

I_I 


(5.5.9) 


On applique la procedure des BED directement a ■ 


l(l} — 0^y2(7-(?m) 






(5.5.10) 



etc . . . 


Ainsi la premiere approximation de 1’element de matrice de la fonction de reponse est: 


n/iV,/lcr(itu) — 



(5.5.11) 
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A nouveau, on pent ecrire les quantiles qui impliquent les sommations dans la base des orbitales 
atomiques : 

^ CavC^2 ~ Pa-fiQvA 

i a 

^ ^ CflyC^^ea - ^ c,vjCj^e,-(S EQ^^^ - (s EP^^^ (5.5.12) 

i a i a 

Ainsi on ecrit pour 11: 




Po-uQvA 




ICl) - 


Pa-uQvA 


(5.5.13) 


5.5.3 Illustration numerique : polarisabilite dynamique a frequence imaginaire 


Une fois que Ton a etabli cette equation, on pent eventuellement I’utiliser dans I’expression de la 
polarisabilite dynamique dependante de la frequence, a une frequence imaginaire, c’est-a-dire dans : 


^MM = 2Re{XZ ZZ 


Act V i a 


(jJ - Q,,, 




Aa-d^)) {lA\ra\v) (d|r^|cr)|. 


(5.5.14) 


/iV AO" 


On propose plutot la procedure suivante : considerons I’expression de la polarisabilite : 


{i\rc,\a) ia\fi3\i)' 


On obtient, en appliquant la procedure EED a or,-Texpression suivante : 


(5.5.15) 


a,a0(ico) = - -(5.5.16) 

10) - L\a0 

ou 5™^ n’est pas tout a fait similaire au numerateur 5"" que Ton a rencontre precedemment (on 
contracte ici directement avec les operateurs position fa une quantile qui depend des orbitales occu¬ 
pies) ; la similitude est cependant evidente. 
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Les approximations d’ordre un et deux de Q, sont: 


pn) 

^(1) ^ 

I'.op cnn 

^ i.aP 


c^j 

i,cr0 


et: 


Q® 

i,ap 


cnj 

^ i,a/3 


S'! 


i,ap 


S" 


i,Q'/5 


c JJ 

cnj 

i,cr0 


(5.5.17) 


On est en mesure de calculer les objets S 5"^^, et S par des operations matricielles simples 
a partir des matrices P, S“*F, et X, Y et Z. 

On presente ainsi aux figures 5.1 et 5.2 des applications numeriques de polarisabilite dynamique 
dependante de la frequence, a une frequence imaginaire, c’est-a-dire des applications numeriques de 
I’objet a{ia>). On montre des calculs d’approximation a I’ordre un et a I’ordre deux avec des orbitales 
occupees canoniques et localisees par le critere de Boys; ces calculs sont faits avec MOLPRO a partir 
de la procedure decrite juste au-dessus. 

On compare dans chaque figure les comportements en fonction de la frequence des composants 
XX (en bleu), yy (en rouge) et zz (en vert) ainsi que de la moyenne spherique (en noir) des polarisabili- 
tes de I’ethylene C 2 H 4 calculees dans la base vDz. On trouve des resultats similaires avec le benzene 
On calcule egalement une polarisabilite que Ton considere referente et qui est obtenue par 
sommation explicite sur les etats virtuels dans un cadre Uncoupled Hartree-Fock. 




Table 5.1: Comparaison des composantes xx (en bleu), yy (en rouge) et zz (en vert) ainsi que des 
moyennes spheriques (en noir, a droite) des polarisabilites dependantes de la frequence, a frequence 
imaginaire, approximee a I’ordre un (en pointille fin) et deux (en pointille plus large) selon I’ap- 
proximation EED. Toutes les comparaisons sont a lire en fonction de la polarisabilite referente cor- 
respondante, montree en trait plein. 


Dans la figure 5.1 sont montres les comportements de : Tapproximation d’ordre un (en poin¬ 
tille fin), rapproximation d’ordre deux (en pointille plus large) et la polarisabilite referente (en trait 
plein). On voit que ces deux approximations reproduisent tres bien la forme de la polarisabilite tout 
au long de la gamme de frequence. Notons que, comme on I’a vu dans les developpements de 1’ap¬ 
proximation EED, rapproximation de I’ordre deux du denominateur etfectif depend explicitement 
de la frequence. 
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Table 5.2: Comparaison des composantes xx (en bleu), yy (en rouge) et zz (en vert) ainsi que des 
moyennes spheriques (en noir, a droite) des polarisabilites dependantes de la frequence, a frequence 
imaginaire, approximee a I’ordre un selon Tapproximation EED avec des orbitales canoniques (en 
pointille fin) et localisees selon le critere de Boys (en pointille plus large). Toutes les comparaisons 
sont a lire en fonction de la polarisabilite referente correspondante, montree en trait plein. 


On montre dans la figure 5.2 les resultats de calculs approximes a I’ordre un realises avec des 
orbitales canoniques (en pointille fin) ou locales (en pointille plus large). A nouveau la polarisabilite 
referente est donnee en trait plein, et a nouveau on volt que le choix des orbitales influe peu sur la 
qualite des resultats. 


5,6 Conclusion 

Dans ce chapitre on montre une adaptation a I’espace reel de la technique dite du denominateur 
effectif (EED), qui est developpee dans I’espace reciproque par Berger et. ai. Au cours de cette 
adaptation, on montre que les numerateurs qui emergent sont des regies de sommes qui sont bien 
connues dans la litterature. On derive egalement des moyens de calculer la fonction de reponse 
approximee par la methode de TEED et on montre quelques resultats numeriques sur le sujet. Le 
but a terme est bien entendu le calcul de I’energie de correlation sans avoir a utiliser explicitement 
d’orbitales virtuelles; en cela on rejoint Tobjectif poursuivi dans le chapitre 3 lorsque Ton a derive 
les equations RPA dans la base des POO. 
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Chapitre 6 


Gradients analytiques des energies 
RSH-RPA 


On derive ici les equations qui permettent de calculer le gradient de I’energie 
RSH+RPA, c’est-a-dire de I’energie courte-portee RSH et longue-portee RPA. La deri¬ 
vation d’un gradient RPA est une nouveaute de cette these, tout comme la derivation tout- 
en-un d’un gradient d’une energie melant courte- et longue-portee. Le travail de Chabbal, 
Leininger et Stoll portant sur la derivation d’un gradient RSH-(L)MP2, et qui semble etre 
le seul dans la litterature a donner un gradient d’une energie a separation de portee, pro¬ 
pose une derivation basee sur une modification du gradient MP2 sans separation de portee. 
Notre formulation ofife une derivation claire et tout-en-un des couplages entre les contri¬ 
butions courte- et longue-portee de 1’energie RSH-RPA. Notons que, parallelement a notre 
travail, le groupe de Helgaker a derive des gradients RPA pour une fonction d’onde de 
reference de type Hartree-Fock (voir [198]). 

On rappelle pour commencer les bases du formalisme Lagrangien, que Ton utilise pour 
deriver le gradient RSH-RPA : a partir de 1’energie RSH-RPA qui n’est pas variationnelle, 
I’idee est simplement de se rapporter a un objet variationnel, et done plus facile a ma- 
nier. On cherche a etablir des formules analytiques du gradient de I’energie RSH-RPA, ou 
I’energie RPA est exprimee dans sa formulation avec equations de "Riccati" (ring CCD), 
que Ton rappelle ici. Au cours de la derivation, de nouvelles equations emergent pour le 
calcul des differentes composantes du gradient, notamment une equation CP-RPA, simi- 
laire aux equations Coupled Perturbed habituellement rencontrees lorsque Ton derive des 
gradients. A nouveau, ce chapitre est a lire en coordination avec 1’Annexe F, qui offre des 
details des derivations. 

On pent mettre en avant un parallele entre les gradients RSH-RPA et les gradients 
RSH-MP2 . Une faqon de voir ce parallele est de dire que les gradients RSH-RPA sont une 
generalisation des gradients RSH-MP2, ou les gradients RSH-MP2 un cas particulier des 
gradients RSH-RPA. Cette observation est utilisee pour implementer les gradients RSH- 
RPA dans MOLPRO, dont on presente quelques premiers resultats. 

[NOTE: Ce travail a depuis fait I’objet d’une publication : Analytical Energy Gradients 
in Range-Separated Hybrid Density Functional Theory with Random Phase Approximation. B. 
Mussard, P. Szalay, J.G. Angyan, J. Chem. Theory Comput. 10 1968-1979 (2014)] 





Gradients analytiques des energies RSH-RPA 


6,1 Formalisme Lagrangien 

Le calcul de gradients analytiques d’energies de correlation a ete initie par les travaux de Pople 
et. al. [199] et on peut retrouver les avancees theoriques les plus importantes sur le sujet aux re¬ 
ferences [200-205]. On introduit ici notamment le formalisme Lagrangien[206-210] utilise dans la 
suite, et qui donne le cadre general pour la derivation de gradients d’energies de methodes non va- 
riationnelles. 

Considerons une energie E qui depend de parametres V et T et qui, aux parametres corrects V* 
et T*, prend une valeur voulue £[V*,T*] = 6. On a distingue ici les parametres stationnaires V 

et les parametres non stationnaires T. Les parametres stationnaires sont determines en annulant la 

derivee de I’energie |^ = 0, c’est-a-dire que les parametres corrects V* avec lesquels il faut calculer 
r energie sont ceux qui donnent: ff |y_y, = 0. Les parametres non stationnaires sont determines par 
d’autres conditions R[T] = 0, c’ est-a-dire que les parametres corrects avec lesquels il faut calculer 
r energie, T*, sont ceux qui annulent les regies : R[T*] = 0. 

On cherche a obtenir la derivee de I’energie par rapport a une perturbation x, Il nous faut 
alors bien comprendre de quelles manieres I’energie depend de la perturbation. L’energie depend 
de la perturbation de maniere directe, a travers I’hamiltonien, et de maniere implicite a travers les 
parametres de la fonction d’onde (V et T). On ecrit done I’energie E = E[x, V(x), T(x)], et la derivee : 

AE _ dE dE dW dE ffl 

Ax dx d\ dx dT dx ^ 

La dependance de Lhamiltonien est en fait une dependance des fonctions de bases, c’est-a-dire 
de /r^v, (/^v|(Tp), et des recouvrements Considerant ces dependances, le gradient s’ecrit: 


AE dE ,,,, dE 

— = —m ' +- 

Ax dh d(jj.v\crp) 


(f^vla-p)W + gs« + + ^tw, 


( 6 . 1 . 2 ) 


oil la notation en exposant denote la derivee par rapport a une perturbation, evaluee au point ou 
la perturbation est nulle (au point ou la fonction d’onde est optimisee, ou les quantiles telles que les 
integrales, les parametres... sont calculees): 


(6.1.3) 

x=0 

Le calcul de n’est jamais necessaire (|^ = 0) et, avec une methode de calcul de I’energie 
totalement stationnaire (pas de parametre T), le gradient s’ecrit simplement: 



AE 

djc 


, dE 

5h d(jjv\crp) 


atv|a-p)« + 

oS 


(6.1.4) 


oil (pv\crp)^^^ et sont des derivees de Lhamiltonien de cceur, des integrales bi-electroniques et 
de la matrice de recouvrement. L’equation (6.1.4) est connue sous le nom de theoreme de Hellmann- 
Feynman generalise[21 1, 212], et n’est bien sur valable que pour des methodes de calcul de I’ener- 
gie totalement stationnaires, comme mentionne plus haul. Avec une methode de calcul de L energie 
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contenant des parametres T, en revanche, la non stationnarite |f 0 oblige a efFectuer d’une ma- 
niere ou d’une autre le calcul de Le mieux est alors d’utiliser un formalisme Lagrangien[206, 
207, 209] (voir figure 6. 1) : 


i:[V, T, z] = £■[¥, T] + zR[T], 


(6.1.5) 


ou chaque regie pour determiner les parametres non stationnaires est introduite avec un multiplica- 
teur de Lagrange inconnu, z. Tons les parametres du Lagrangien (les parametres de I’energie V et T 
et le nouveau parametre z) sont trouves en imposant la stationnarite du Lagrangien : 


ffl 

dW 

(9z 


dE dR „ 

=- h Z - = 0 

(6.1.6a) 

dT dT 

BE 


o 

II 

|> 

II 

(6.L6b) 

= R[T] = 0 

(6.L6c) 


Ces trois equations stationnaires apportent chacune des informations importantes sur le forma¬ 
lisme Lagrangien : les equations (6. 1 .6b) et (6. 1 .6c) montrent que les parametres corrects de 1’ energie 
sont calcules de la meme maniere dans le formalisme Lagrangien que lorsque I’on travaille avec la 
fonctionnelle £'[V,T], c’est-a-dire que le Lagrangien est une fonctionnelle de la meme theorie que 
I’energie, et ne definit pas une nouvelle theorie. Ainsi, la stationnarite des parametres du Lagrangien 
foumira les meme parametres V* et T* du calcul de I’energie. 


L’equation (6. 1 .6a) est une nouvelle equation qui emerge du formalisme Lagrangien; elle 
permet de calculer le multiplicateur de Lagrange de telle maniere que le Lagrangien soil 
stationnaire par rapport aux parametres T. 


Ainsi, aux parametres corrects (V* et T*, qui proviennent de la fonctionnelle de I’energie, et z*, 
qui assurent la stationnarite (6.1.6a)), on a : 


X[V*, T*, z*] = £[V*, T*] + z*R[T*] = & 
Et le gradient est simplement: 


(6.1.7) 


dx dx (9h (9(juv|crp) 


-(/^v|a-p)« + + -V« + -T« + -z« 




= —+ 

(9h d(jiv\crp) 


(pv\a-pT> + 

oS 


( 6 . 1 . 8 ) 


ou, comme 


on I’a vu plus haul, (pvlcrp/^^ et sont des quantites bien 


connues. 
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Figure 6.1: Comportement de I’energie E d’une methode avec des parametres (a) stationnaires 
(les parametres corrects pour le calcul de I’energie sont ceux qui annulent la derivee) et (b) non 
stationnaires (les parametres corrects pour le calcul de I’energie doivent etre definis par une regie 
autre qu’une procedure d’annulation de la derivee, R[T] = 0). Je montre en (c) la constmction du 
Lagrangien X[T], qui est egal a I’energie aux parametres corrects pour le calcul de I’energie, et qui 
est stationnaire par rapport aux parametres de I’energie. 


6,2 Lagrangien RSH-RPA 

Dans la suite, je derive un gradient de I’energie totale RSFi-RPA E par un formalisme Lagrangien. 
La derivation d’un gradient RPA est un travail original de cette these; de plus la derivation d’un 
gradient d’une energie « RSFi+energie de correlation longue-portee » n’a jamais ete faite en utilisant 
un Lagrangien nontenant par constmction tons les termes courte- et longue-portee. 

On rappelle que 1’energie totale dans un cadre RSFi s’ecrit: 


p _ ^SR,LR 
^ ~ ^RSH 




( 6 . 2 . 1 ) 


6.2.1 Expression de I’energie RSFI 


On trouvera qu’il est pratique, dans un tel contexte, d’exprimer I’energie RSFI avec des fo- 
ckiennes courte- et longue-portee : 


£rsh = (d^o’f) + Adc = + A^^c, (6.2.2) 


ou les termes « Adc » sont les termes de double comptage. Dans ce chapitre, on ne rencontrera plus 
de problematique ou il est bon de distinguer les traces « Tr(U) » et « tr(U) ». On utilise la notation 
plus compacte vue ci-dessus : « (u) = tr(U) ». On a : 
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,LR ,|, + g“|d'“] 

avec : 

Et ou on pent deriver une en considerant que : 


(6.2.3) 


^Hxc = I dr Fiar)), (6.2.4) 

ou ^ est un vecteur contenant toutes les dependances envisageables pour une fonctionnelle de la 
densite, c’est-a-dire ou ^ = \Pa, ■ ■ -I- On a alors : 


rSR 
Jab 


f j dF d^A 


Observons le terme : 


(d(O)fSR) 



dU 

dd^ 



(6.2.5) 


( 6 . 2 . 6 ) 


qui n’est pas en general egal a : on a done La definition en terme de 

fockienne courte-portee est done purement formelle, mais est utile dans la suite de la derivation. 


6.2.2 Expression de I’energie RPA 


Dans I’equation (6.2.1), I’energie de eorrelation longue-portee est lei une energie RPA, et plus 
speeifiquement une energie RPA exprimee dans la formulation avee equations de "Rieeati ". On 
rappelle que dans eette formulation, on dispose des energies suivantes : 

^dRPA-I-Riccati 
£-dRPA-I-SOSEX 

avee les amplitudes : 

Q ^ IgdRPA IgdRPA Irp Irp IgdRPA ^ Irp IgdRPA 1 rp + g 1 rp + 1 (6.2.9) 


= 1 tr{‘ t) (6.2.7) 

= 1 tr{‘ t), (6.2.8) 


et: 
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^RPAx-II-Riccati _ 1 

-4 


I gRPAx 

'T + 3 IgRPAx 3rp| 

(6.2.10) 

E.RPAX-II-S02 1 

-2 

tr{ 

igdRPA 

It} 

(6.2.11) 

rRPAx-II-SOl 1 

=2 

tr{ 

IgRPAx j 

(‘T- 3t)|, 

(6.2.12) 


avec les amplitudes : 


0 _ IgRPAx _|_ 1^/RPAx 1^/RPAx _|_ Irp IgRPAx _|_g 

0 _ 3gRPAx 3^/RPAx 3rji 3rji 3^/RPAx 3rji 3gRPAx 3rji ^ 3rji _|_ 


(6.2.13) 


On peut aussi considerer la version RPAX2 (voir section 2.6) : 


^RPAX2 _ 1 jj.j IgdRPA Irp 

avec les amplitudes : 


(6.2.14) 


0 = 


IgRPAx _|_ 1 gRPAx IgRPAx _|_ Irji IgRPAx Irp ^ 


(6.2.15) 


6.2.3 Lagrangien total 


La structure du Lagrangien associe a I’energie totale RSH-RPA dans un cadre Riccati est: 


X = £rsh + £rm + regies (6.2.16) 

Les regies a ajouter au Lagrangien sont: 

- les equations de Riccati correspondant a la version de RPA choisie : R(C, T) = 0, 

- Porthogonalite des orbitales moleculaires : CSC - 1 = 0, ou C sont les coefficients orbita- 
laires, 

- le theoreme de Brillouin, qui ne conceme que les elements ai (orbitales virtuelles-occupees) 
de la matrice de Fock : (f)^, = 0, 

Ces regies sont respectivement associees aux multiplicateurs de Lagrange (inconnus) A, x et z. 
Le Lagrangien s’ecrit done : 


X[C, X, z, T, A] = (dl°)f) -H Adc + + <AR(C, T)) + (x(C^SC - 1)) -h <zf) (6.2.17) 

(on definit Zij = Zat = 0 pour pouvoir ecrire une formulation matricielle compacte). 
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Comme voulu dans le formalisme du Lagrangien, les conditions stationnaires du Lagrangien par 
rapport a ses multiplicateurs : 


dX 

dL 

(3x 


R(C, T) = 0 


C^SC -1 = 0 


dZai 


= fa, = 0 , 


(6.2.18) 


assurent que Ton a bien defini un objet de la methode RSH-RPA, et non pas une autre. Les conditions 
stationnaires par rapport aux parametres non stationnaires de I’energie vont foumir de nouvelles 
equations determinant les multiplicateurs de Lagrange. 


6,3 Conditions stationnaires 

Les conditions stationnaires par rapport aux amplitudes T sont tres simples a deriver (peu de 
termes dependent de T dans (6.2.17)) : 


^ = Q(T)A + AQ(T)^ = -l\ (6.3.1) 


et fournissent A avec des equations tres proches des equations de Riccati qui definissent T. L’expres¬ 
sion de la matrice Q(T) depend des equations de Riccati choisies pour le calcul et la matrice I de la 
formule de I’energie consideree (voir la section 6.2.2). 

Les conditions stationnaires par rapport aux coefficients des orbitales C, en revanche, demandent 
une longue derivation. Dans toutes les versions des equations de Riccati et de I’energie, on pent 
toujours reecrire les termes suivants comme : 


+ <AR(C, T)) = <KM) + (K'N> + <JO) + <AeT + ATe) , (6.3.2) 

oil je distingue les contributions liees aux integrales K, K', et J des contributions liees a la matrice 
de Lock presentent dans la matrice s : 


(AgT + ATg) - AiaJbifbcSjk - fjkSbc)Tkc,ia + AiaJbTjb,kc(fcaSki - fki^ca) 

— AiaJbTjcJafbc ~ AiaJbTkbJafjk Aj^jb'Ejbjcfca ~ Ai^ jbTjb^kafki 

= {T, X],b fbc - IT, Al,,. fjk + {A, - {A, T),., /,, (6.3.3) 

= , (6.3.4) 


oil j’introduis a la fois : 
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(d®)_^. = - (TA + AT),„., = - {T, A),,. - (A, Tl„ 

= (TA + AT),„,„ = IT, Al„, + {A, T)„, (6.3.5) 

= 0 , 

\ f ai 

et la notation d’une sorte de «trace incomplete », qui depend encore de deux indices parmi ceux qui 
composent les super-indices de deux matrices X et Y : 


{X, Yjy — Xiaj^cYkcja (6 3 6) 

|X,YU =A,a,,,y,,,,b 

Cette reecriture n’est pas utile en amont, car elle rendrait plus compliquee la derivation des 
conditions de stationnarite par rapport aux amplitudes T, mais elle permet ici d’ecrire le Lagrangien 
en factorisant les termes qui dependent des coeiRcients C, facilitant la derivation des conditions 
stationnaires. Le Lagrangien s’ecrit en effet a present: 


X = ((d^°^ + z + d®) f) + Adc + <KM) + <K'N> + <JO) + (x(C^SC - 1)) (6.3.7) 


Une derivation minutieuse de chacun de ces termes par rapport a une rotation V des coefficients 
C, detaillee dans 1’Annexe F, permet d’ecrire : 


d£ 

dV.j 

dZ 

dVaj 

dZ 

dV,b 

dZ 

dVah 


2(fd<^> + 

+g^’^ [z + d'^^] d'°^ + [z + d<^^] d® + IK, Ml + {K', Nj + {J, 01 + x)__ 

2(fz 

+g^'‘ [z + d'^^] d'°’ + [z + d<^>] d<°’ + {k, m} + {k , n) + {J, O) + 

2(fz 

+ |k.m| + |k,n| + |J,o| + 4 

2(fd<^> 

+ {K,Ml + {K',N| + {J,0| + x') , 

' ab 


(6.3.8) 


oil, dans un souci d’exhaustivite, on montre les stmctures de chaque element de matrice (/ j, a j, ib, 
et ab). Les differences dans les expressions s’expliquent par la stmcture des matrices qui composent 
le Lagrangien (voir Annexe F.5). Dans la suite, on rassemble les elements qui ne dependent ni de x 
ni de z dans la matrice © et les elements qui dependent de z dans la matrice 0(z), de sorte que la 
condition de stationnarite du Lagrangien par rapport a la rotation des coefficients C s’ecrit: 


= © + 0(z) + 2x = 0 

2 dy 

C’est I’equation qui nous servira pour determiner les multiplicateurs z et x. 


(6.3.9) 
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6,4 Multiplicateurs z et x 

Le multiplicateur de Lagrange x est hermitien, on pent done ecrire a partir de (6.3.9) : 

(0 _ 0 t + 0 (z) _ 0 (z)t = 0 (6.4.1a) 

1© + 0'^ + ©(z) + ©(z)’''=-4x (6.4.1b) 

La premiere equation est une sorte d’equation CP-RPA[200, 213-215] {Coupled Perturbed RPA) 
dont uniquement la partie virtuelle-occupee {ai) est a considerer. En elFet, on peut montrer que les 
blocs occupee-occupee ij et virtuelle-virtuelle ab de 0 et ©(z) sont hermitiens; et de toutes les 
manieres, seul Zai nous interesse. On ne doit done resoudre que (© - ©’^ + ©(z) - ©(z)^) . = 0, 
e’est-a-dire : 


(©_©++ fz - zf + [z] + 4W^^ [z]) =0 (6.4.2) 

Une fois z connu, I’equation (6.4.1b) foumit x. 

Le formalisme qui est developpe ici contraste avec la demarche suivie par Chabbal et. al. [216], 
ou les gradients de methodes de type separation de portee (RSH+(L)MP2) ont ete derives a partir 
du gradient MP2 sans separation de portee , et ensuite accommodes pour la longue-portee. La partie 
courte-portee correspondant a un gradient DFT n’etait rajoutee qu’ulterieurement, terme par terme. 
La theorie que je developpe ici prend le chemin d’une derivation tout-en-un du gradient total courte- 
et longue-portee. Notamment, I’emergence de I’objet [z], I’analogue courte-portee de [z], 
montre une synergie claire entre la derivation des parties courte- et longue-portee du gradient de 
I’energie (voir 1’Annexe F.4). 

De plus, on peut separer dans le bloc i j de x (1) les termes provenant de la derivation de la partie 
du gradient provenant de I’energie RPA longue-portee et (2) les termes emergeant de la derivation 
de la partie du gradient qui vient de I’energie RSH de reference. En d’autres termes, on peut ecrire 
(voir I’equation (6.4.lb) pour trouver la formule pour x et I’equation (6.3.8) pour I’origine des termes 
2(fd'°))„ + 2(d'°)f)o) : 


-4(x),v = + 2(fd(°^)q + 2(d(°>f)„ 

{x)ij = {x^^\ - 2(f),V, (6.4.3) 

oil Ton reconnait le terme du multiplicateur de Lagrange trouve dans les derivations d’energies de 
reference. 

Une fois les equations (6.3. 1), (6.4.2) et (6.4. lb) resolues pour A, z et x, on connait entierement le 
Lagrangien, stationnaire par rapport a tons les parametres de I’energie RSH-RPA, et egal a I’energie 
RSH-RPA aux parametres T* et C* de I’energie RSH-RPA. 


6,5 Gradient analytique RSH-RPA 

J’obtiens alors un gradient total (voir Annexe F. 6 ) : 
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41h.rpa = = (d‘hW) + (d^ + + (XSW) + SR(^>, (6.5.1) 

ou : 


(D‘),, = C,, (d'°) + d(2) + c; = (d(°) + D(2) + 

{y)\v,.p = (5D(°> + D(2) + D® - ^ (iD(°> + D(2) + z)^^ Dt°i 

(r^)^v,o-p = (N),p,(,j. + C^<.CyiCj^C),o.(0),a_fc 


(X)^y = Cpp(x)p^Cjy 


(6.5.2) 


SRM = 2 ““ ^ (f^"+a)) 


d:(-^) 


6,6 Discussion autour du parallele avec le gradient RSH-MP2 

La derivation presentee dans les sections precedentes montte d’interessants paralleles avec la 
derivation du gradient de I’energie RSH-MP2. Concernant I’energie MP2 sans separation de portee, 
considerons la fonctionnelle Hylleraas [156, 217] suivante : 


^ + 2 , (6.6.1) 

OU : 


r 2 ^ki,jb^ia,jb ~ Tjajh^iajb 


jL 

(Piajb = Ea,Ebjlf/^°^ 

4^iajb ~ T {^^iajb "t" ^^ibja'j > 


( 6 . 6 . 2 ) 


oil Eai sont les operateurs d’excitations a une particule bien connus, et ou les objets contravariants 
T et 0[218, 219] sont introduits pour des raisons qui ne sont pas developpees ici. 

Les conditions de stationnarite de la fonctionnelle Hylleraas par rapport a T s’ecrivent: 


^i(JJ _ _ _ __ _ 

= 2 - E^°^\Tuicd(l>ki,cd) + 2 = 2R„,,i = 0 (6.6.3) 

dTjaJb 

Une derivation attentive montre que : 
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R = K + Ts + sT, (6.6.4) 

et, avec = Tiaj,, = TiajbK,ajb , que : 

•H = £(2) + fia,jhRia,jh (6.6.5) 

Ainsi, lorsque les conditions stationnaires de la fonctionnelle Hylleraas par rapport aux ampli¬ 
tudes T sont respectees {i.e. lorsque R = 0), la fonctionnelle Hylleraas est a la fois egale a I’energie 
MP2, et stationnaire par rapport a T. Ceci n’est bien evidemment rien d’autre qu’une conse¬ 
quence de la stationnarite de la fonctionnelle Hylleraas, mais pent etre vu dans un formalisme La- 
grangien comme : 


El = L = + (AR) , 


( 6 . 6 . 6 ) 


ou A = T est le multiplicateur qui assure la stationnarite du Lagrangien par rapport aux amplitudes. 


En d’autres termes : la ou, dans le cas RPA, les equations de Riccati permettent de cal- 
culer les amplitudes, et les conditions stationnaires d’un Lagrangien sont imposees dans 
un deuxieme temps a travers un multiplicateur de Lagrange non trivial. A, ici, dans le cas 
MP2, les amplitudes sont determinees par la stationnarite de la fonctionnelle Hylleraas 
elle-meme, c’est-a-dire que dans un parallele avec un formalisme Lagrangien, on introduit 
pour s’assurer de la stationnarite un multiplicateur de Lagrange trivial (redondant): A = T. 


C’est pourquoi on retrouve dans des derivations du gradient MP2[220, 221] la quantite suivante : 

L = E^^'> + (tr) = 2 (tk) -I- (d<^>f), (6.6.7) 

avec : 

(-“’L 

(d'->). 

qui est a comparer a la definition de dans 
A = T. Le Lagrangien total RSH-HMP2 est: 

£ = ((d^°> + Z + d®) f) + Adc + 2 (kt) -h (x(C^SC - 1)) , (6.6.9) 

ou, mise apart la definition de d*^^^ seuls les termes impliquant les matrices M, N et O sont differents : 
c’est-a-dire que la totalite de la derivation du gradient de I’energie RSH-MP2 peut etre vue comme 
un cas particulier de RSH-RPA, ou la derivation du gradient de I’energie RSH-RPA comme une 
generalisation de RSH-MP2. 


= -2]T.T|,, 

= 2|t,t1 (6.6.8) 

I lab 

= 0 , 

le cas RPA, equation (6.3.5), en se souvenant qu’ici 
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6,7 Implementation et Validation 


Cette (nouvelle) derivation de gradient RSH-RPA a ete implementee dans MOLPRO [131]. Un gros 
effort a ete fait pour implementer les gradients dans le « cceur » de MOLPRO (par opposition a I’ecriture 
d’un module en peripherie de MOLPRO) de sorte que, a la suite de cette implementation, toutes les 
possibilites de MOLPRO soient disponibles pour les gradients RSH-RPA (notamment : optimisation 
de geometrie, calcul de dipole, etc ...Le parallele entre les gradients RSH-MP2 et RSH-RPA a ete 
utilise, c’est-a-dire qu’une implementation preexistante des gradients RSH-MP2[216] a ete modifiee 
pour permettre le calcul de gradient RSH-RPA. 


On cherche ainsi a constmire les objets vus equation (6.5.2), apres avoir calcule les amplitudes 
RPA par resolution d’une equation de Riccati et les multiplicateurs de Lagrange via les equations 

(6.3.1) , (6.4.2) et (6.4.1b). Chronologiquement: les matrices T et A sont obtenues par resolution ite¬ 
rative des equations de Riccati et de stationnarite du Lagrangien par rapport aux amplitudes (equation 

(6.3.1) ). Ces deux resolutions sont tres semblables et ne posent pas de probleme majeur. Une fois 
connus ces deux elements, on pent calculer les matrices M, N et O ainsi que la matrice A ce mo¬ 
ment, il reste a calculer les multiplicateurs z et x, c’est-a-dire a resoudre I’equation CP-RPA (6.4.2). 
L’etape capitale est la contraction des objets [K, Mj, etc ... , et, surtout, jK, Mj etc... vus equation 
(6.3.8) et qui composent la matrice 0 - ©' utilisee dans I’equation CP-RPA. En pratique, tous ces 
objets sont calcules en amont d’un calcul de gradient et sauvegardes dans des records que MOLPRO 
utilise dans un calcul tres classique de gradient, comme montre equation (6.5.1). 


Dans I’etat actuel de 1’implementation, toutes les versions de RPA qui ne contiennent pas les 
integrales bi-electroniques J, dans I’expression de I’energie ou des equations de Riccati sont fonc- 
tionnelles (c’est-a-dire : dRPA-I, SOSEX, et RPAX2). Les autres versions ne sont pas theoriquement 
plus compliquees, et sont d’ailleurs prevues dans le programme, mais demandent la contraction d’ob- 
jets de la forme {J, 0| et surtout {j, o} dont la constmction efficace reste a mettre en ceuvre dans le 
programme. La resolution de ce probleme est une tache prioritaire pour rendre notre implementation 
la plus generale possible. 


L’implementation en elle-meme a ete testee par des comparaisons a des gradients numeriques 
calcules avec des formules a 3- et 5-points ; les gradients analytiques coincident tous avec une preci¬ 
sion d’au moins 10“® Hartree aux gradients numeriques. Le temps de calcul necessaire est, comme 
attendu, grossierement le double du temps de calcul necessaire pour un calcul d’energie RPA. En 
terme de pourcentage du temps de calcul d’une energie, la meme difference de temps de calcul est 
observee en RPA et en MP2 entre le calcul d’un gradient et le calcul d’une energie; egalement: la 
meme difference est observee entre un cout de calcul RPA ou MP2, qu’il s’agisse d’un calcul de 
gradient ou d’energie. Ceci tend a montrer que 1’implementation dans le « cceur » de MOLPRO permet 
de s’assurer que Ton ne perd pas de temps de calcul sur un point ou I’autre de la procedure. La 
majorite du temps de calcul est passe a construire les objets jK, m| et a la resolution des equations 
CP-RPA (comme dans le cas d’un calcul MP2). On remarque que les convergences avec la base 
sont meilleures en RSH que sans separation de portee, en accord avec les observations faites dans la 
litterature[222] . 
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6,8 Premiers resultats 

6.8.1 Densites correlees 


Une premiere exploitation du developpement de ces gradients est a trouver dans 1’etude des den¬ 
sites correlees qui emergent des I’equation (6.3.7), et que Ton trouve dans I’expression du gradient 
total, equation (6.5.1) : 

(D‘t = + ‘I'"' + = (D® + D(2) + (6.8.1) 

Vu que Ton dispose de tous les outils pour visualiser des objets sur tout type de grille (voir 
section 4.1), on pent montrer ici les structures des corrections aux densites de reference dues a la 
correlation, c’est-a-dire les structures des objets : 

«“!>■««<= = „(0) + „(2) et- +„(2) + (6.8.2) 

^(2) j^i2+z) 

ou et rP sont formees a partir des matrices densite et z. On montre figures 6.2 et 

6.3 les isocontours des objets et pour un calcul RSH-i-RPA realise sur les molecules d’eau 
et d’ethylene. On a verifie que ces densites s’integrent bien a zero. A propos du signe de ces densites, 
on ecrit la chose suivante : si A > 0 (en bleu dans la figure), cela signifie que cette zone de I’espace 
est munie de « plus d’electrons » (d’une densite electronique plus importante) que dans la description 
de reference; si A < 0 (en rouge sur la figure), la zone subit une depletion du nombre d’electron. 
On voit done sur la figure 6.2, qui conceme la molecule d’eau, que les electrons sont, relativement 
a la reference RSH, repousses par rapport aux noyaux et redistribues a I’exterieur de I’espace des 
liaisons O-H. On trouve des conclusions similaires aux references[223, 224]. Concernant I’ethylene, 
on voit egalement que les electrons sont eloignes des noyaux, mais ils semblent se concentrer sur la 
liaison C-C dans le cas de la representation de A*^' et plutot hors de la liaison dans le cas de 

Des calculs sur des dipoles et quadmpoles moleculaires au niveau RSH-dRPA-I sont en cours 
sur un ensemble de systemes etudies recemment au niveau coupled cluster [225]. 


6.8.2 Optimisation de geometrie 


Une bonne fa 9 on d’exploiter ces nouveaux gradients RSH-i-RPA est de les utiliser dans le cadre 
d’optimisation de geometrie de molecules ou de complexes intermoleculaires qui presentent des 
caracteristiques qui exigent un traitement fin des correlations. Pour critiquer les resultats obtenus 
on pent (1) comparer les geometries en elles-memes (c’est-a-dire comparer les 3N - 6 variables 
independantes du systeme une a une) ou (2) dans un cadre d’interaction intermoleculaire : comparer 
les energies d’interaction obtenues apres optimisation de geometrie. 

Pour des raisons techniques 1’optimisation de geometrie est realisee par un optimiseur externe 
qui, a chaque iteration, produit de nouvelles coordonnees a partir des energies et gradients d’un 
calcul MOLPRO en utilisant des algorithmes d’optimisation quasi-Newton avec contrainte sur les co¬ 
ordonnees internes. Les scripts de I’optimiseur sont rassembles dans un programme appele GADGET 
developpe par Bucko et. al. [226]. Ce programme est pense dans I’esprit d’une interface avec VASP, 
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Gradients analytiques des energies RSH-RPA 



Figure 6.2: Isocontours sur trois plans de coupe des densites (1) et (2) formees a paitir des 
matrices densite d*^^' et d*^^^ + z pour la molecule d’eau. 


des scripts ont done ete ecrits pendant cette these, en profitant des conseils de Tomas Bucko, pour 
traduire des input/output de sorte a pouvoir utiliser GADGET avec MOLPRO. 

De maniere generale j’utilise pour presenter les resultats des outils simples qu’il faut definir ici. 
Pour comparer un ensemble de donnees {a) a un ensemble de reference j’utilise : 


Mean Absolute Error : 

MAE = - y 1 

Mean Signed Error : 

1 y 

MSB = - > . 
N ^ 

1 

Mean Absolute percentage Error : 

MA%E = - y 

N Z-i 

1 

Mean Signed pperentage Error : 

MS%E = 4 y 
N ^ 




„ref 


I 

Oi - af 

ref 

a 


(6.8.3) 


Je propose des resultats d’optimisation de geometrie sur une serie de petites molecules proposees. 
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( 1 ) 


( 2 ) 


Figure 6.3: Isocontours sur trois plans de coupe des densites (1) et (2) formees a paitir des 
matrices densite et + z pour I’ethylene. 


entre autres, par Helgaker et. al. [227]. Les geometries ont ete optimisees au niveau RSH+RPA, avec 
la fonctionnelle d’echange-correlation courte-portee srLDA[58, 60] et avec les versions de dRPA-I 
et SOSEX (voir section 2.6). On dispose egalement des resultats publics recemment par Rekkedal 
et. al. [198] concemant leur derivation des gradients dRPA-I sans separation de portee (notons que 
j’ai pu reproduire ces resultats exactement, ce qui d’une certaine maniere valide egalement la theorie 
et I’implementation developpees ici). Par soucis de comparaison homogene entre ces resultats et les 
optimisations que je presente ici, tons les calculs presentes ici sont fails avec la base cc-pvQz. Ceci 
etant dit, la comparaison de materiel foumi par Rekkedal et. al. tend a montrer que la convergence 
des resultats des optimisations avec la base utilisee est plus rapide dans le cas des calculs RSH, 
comme attendu (ceci pourrait faire I’objet d’une etude plus systematique). 

On presente dans les figures 6.4 a 6.8 les longueurs de liaisons des geometries optimisees avec 
ces diiferentes methodes, relativement a des longueurs de liaisons considerees comme referentes, ob- 
tenues par des calculs de type CCSD(T)[228]. Les liaisons montrees dans les graphes sont classees 
par longueurs referentes croissantes ; toutes les erreurs relatives sont inferieures a 0.1 Angstrom. On 
presente figure 6.4 les longueurs de liaisons des geometries optimisees aux niveaux RHF-MP2, RHF- 
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dRPA et RHF-SOSEX (c’est-a-dire sans separation de portee). On voit que les longueurs RHF-MP2 
sont quelque peu meilleures que les longueurs RFIF-RPA, notamment pour les liaisons longues. Les 
optimisations au niveau RFIF-SOSEX sont legerement inferieures aux optimisations RFIF-dRPA. 
Aux figures 6.5, 6.6 et 6.7 sont montrees des comparaisons entre les longueurs de liaisons des geo¬ 
metries optimisees avec et sans separation de portee, pour les methodes MP2, dRPA et SOSEX. La 
MP2 voit sa performance reduite par Putilisation de la separation de portee, surtout pour les liaisons 
longues, alors que les resultats dRPA et SOSEX sont tons ameliores dans le cadre RSFl, notamment 
pour les liaisons courtes. Les methodes dRPA et SOSEX ont exactement le meme comportement. En- 
fin, on presente figure 6.8 les resultats compiles des longueurs de liaisons des geometries optimisees 
aux niveaux LDA-MP2, LDA-dRPA et LDA-SOSEX. On voit, comme observe par Rekkedal et. ai, 
que les longueurs des liaisons F - F dt F 2 el O - F dt FlOF sont les plus eloignees de la reference; 
elles contribuent a un haul niveau aux moyennes qui seront montrees plus loin. On n’observe plus la 
dilference que Ton voyait dans les calculs sans separation de portee entre MP2 et dRPA/SOSEX. La 
perte de performance de MP2 et le gain de dRPA/SOSEX resultent en des qualites de longueurs de 
liaisons comparables pour les trois methodes dans le cadre de la separation de portee. La physique 
de ces liaisons s’apparente a des correlations plutot de courte portee, on n’est done pas etonne de 
voir que la performance des methodes de type separation de portee n’est pas largement meilleure que 
celles des methodes sans separation de portee. Le but in fine sera plutot d’utiliser les optimisations 
dans le cadre d’interaction inter-moleculaires. La figure 6.9, qui montre les Mean Absolute Error et 
Mean Signed Error en Angstrom, ainsi que les Mean Absolute pourcentage Error et Mean Signed 
pourcentage Error des longueurs de liaisons de toutes les methodes confirment les remarques prece- 
demment faites. Notons que malgre les differences que Ton enumere ici, toutes les geometries sont 
au final tres proches les unes des autres. 
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Figure 6.4: Deviations (A) a la reference[228] des longueurs de liaison de 16 molecules optimisees 
aux niveaux RHF-MP2 (en cyan, carre plein), RFIF-dRPA (en magenta, cercle plein) et RFIF-SOSEX 
(en jaune, triangle plein). Les liaisons sont classees par longueurs referentes croissantes. 
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Figure 6.5: Deviations (A) a la reference [228] des longueurs de liaison de 16 molecules optimisees 
aux niveaux RHF-MP2 (en cyan, carre plein), et LDA-MP2 (en bleu, carre vide). Les liaisons sont 
classees par longueurs referentes croissantes. 



Liaison consideree 


Figure 6.6: Deviations (A) a la reference[228] des longueurs de liaison de 16 molecules optimi¬ 
sees aux niveaux RFlF-dRPA (en magenta, cercle plein), et LDA-dRPA (en rouge, cercle vide). Les 
liaisons sont classees par longueurs referentes croissantes. 
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Liaison consideree 


Figure 6.7: Deviations (A) a la reference [228] des longueurs de liaison de 16 molecules optimisees 
aux niveaux RFIF-SOSEX (en jaune, triangle plein), et LDA-SOSEX (en vert, triangle vide). Les 
liaisons sont classees par longueurs referentes croissantes. 



Liaison consideree 


Figure 6.8: Deviations (A) a la reference[228] des longueurs de liaison de 16 molecules optimisees 
aux niveaux LDA-MP2 (en bleu, carre vide), LDA-dRPA (en rouge, cercle vide) et LDA-SOSEX 
(en vert, triangle vide). Les liaisons sont classees par longueurs referentes croissantes. 
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Figure 6.9: Moyennes telles que definies (6.8.3) concemant les longueurs de liaisons de geome¬ 
tries optimisees avec les methodes RFiF-MP2, LDA-MP2; RFIF-dRPA, LDA-dRPA et RFIF-SOSEX, 
LDA-SOSEX. (Si le lecteur lit une version noir et blanc : les barres sont dans le meme ordre que 
dans la legende.) 
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Conclusion 


Le travail de cette these a mene a divers resultats de natures tres differentes, toujours autour de 
developpements de 1’approximation de la phase aleatoire (RPA). 

Du point de vue du formalisme, il a ete fait une certaine unification dans la maniere de voir ce 
que Ton appelle Its flavors de RPA (dRPA-I, dRPA-II, RPAx-I et RPAx-II) avec I’introduction de 
r« intermpteur » Egalement, j’ai presente des explorations du formalisme "matrice dielectrique" 
et des approximations qui peuvent y etre faites. Ceci est dans la continuite de ce qui a ete fait par 
Angyan et. al. [2] a propos du formalisme "connexion adiabatique". Cote programmation, cet effort 
d’unification s’est traduit par un effort pour rassembler dans MOLPRO en un seul et meme script (et 
une seule et meme syntaxe) toutes les possibilites de calculs RPA qui sont decrits dans le manus- 
crit. D’un point de vue des details de derivations, j’ai demontre des relations qui n’avaient a notre 
connaissance jamais vraiment ete montrees en detail dans la litterature, comme par exemple I’in- 
tegration de la formulation "matrice dielectrique", proposee par McLachlan et que le lecteur peut 
voir dans 1’Annexe B.3. Lors des developpements des expressions de type "matrice dielectrique" de 
RPA avec echange, nous sommes arrives a une expression qui s’est averee tres proche a la methode 
RPAX2, proposee recemment par Hesselmann, et qui lui a permis d’avoir des resultats numeriques 
excellents sans separation de portee. Etant donne qu’il s’agit d’un theme interessant qui a surgit 
d’une maniere inattendue (comme c’est souvent le cas dans la recherche) nous n’avons pas trouve 
encore le temps pour approfondir la question du statut de la formule que nous avons identifiee et sa 
performance dans un cadre avec separation de portee. Les premiers essais n’etaient pas tres convain- 
cant, mais nous n’avons certainement pas fait encore le tour de la question. 

On peut discerner deux travaux principaux en rapport avec les orbitales locales. D’une part, un 
travail a ete conduit a 1’occasion d’une collaboration avec le Laboratoire de Chimie Theorique de 
I’Universite Pierre et Marie Curie, a Paris. La-bas a ete developpee une procedure pour constmire 
des orbitales localisees d’un dimere a partir d’orbitales qui ont ete localisees pour les monomeres. 
De cette maniere il est possible de discerner les di-excitations qui contribuent significativement a la 
contribution de la RPA a I’energie d’interaction. A cette occasion, un programme a ete ecrit a partir de 
codes mentionnes precedemment. Ce programme est pense pour etre interface avec MOLPRO et avec 
des scripts ecrits a Paris. Il permet de calculer une energie RPA a partir d’une liste de di-excitations 
importantes dans des bases d’orbitales locales. D’autre part, j’ai monbe des developpements d’or¬ 
bitales dites « orbitales oscillantes projetees » (POO). Ces developpements inedits utilisent les pro- 
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prietes de ces orbitales virtuelles localisees pour ecrire des versions locales des equations RPA. De 
plus, grace a une structure analytique interessante des POO, dans le cadre d’un formalisme detaillee 
dans la these, il est possible de s’afFranchir de la connaissance explicite des orbitales virtuelles et 
d’ecrire une energie de correlation approximative, mais fort vraisemblablement bien adaptee pour le 
calcul de I’energie de dispersion, uniquement en fonction des orbitales occupees. C’est un resultat 
interessant en soi, et qui de plus ouvre la possibilite de I’elaboration de fonctionnelles de correlation 
de qualite RPA, mais qui ne necessitent pas I’utilisation des orbitales virtuelles. 

Un des volets de cette these concerne des reflexions dans I’espace direct, c’est-a-dire sur des 
fonctions vues avec leurs dependances aux coordonnees spatiales. Les travaux dans ce domaine ont 
ete doubles : d’un cote, il a ete mis en place un programme capable de lire des orbitales d’un cal¬ 
cul MOLPRO et de calculer des fonctions telles que la fonction de reponse;^^, le trou d’echange h^, 
la fonction de Dirac 5, etc... Les orbitales peuvent etre foumies sur des grilles parallelepipedique, 
que Ton dit "regulieres", ou sur des grilles de type "DFT", et dans des fichiers formates ou non. A 
court terme, ce programme n’a ete utilise que pour generer les visualisations dans I’espace direct qui 
sont montrees dans cette these. Un developpement futur pourrait consister a repenser la construction 
des grilles de type "DFT" pour echantillonner I’espace de sorte a correspondre plus aux besoins des 
fonctions rencontrees dans les calculs de correlation (c’est-a-dire I’espace entre les atomes). 

D’un autre cote, je presente une adaptation a la chimie quantique de I’approche FED, developpee 
a Torigine par Berger et. al. dans I’espace reciproque et avec des ondes planes. Lors de ce travail 
d’adaptation, j’ai pu degager des relations interessantes entre certains objets qui emergent lors des 
derivations et les regies de sommes des fonctions de reponse, ainsi que - d’un point de vue plus 
pragmatique - des pistes pour calculer la fonction de reponse avec des elements de matrices simples. 
Cette methode pent trouver des applications futures dans un formalisme RPA dans I’espace direct, 
ou le calcul de T energie de correlation se ferait sans utiliser explicitement les orbitales virtuelles. On 
retrouve en cela une visee deja exploree lors la derivation des equations RPA dans la base des POO. 

Ce que Ton peut considerer comme le travail majeur de cette these a consiste a developper les 
gradients analytiques de I’energie de correlation RPA dans un contexte de separation de portee, c’est- 
a-dire les gradients analytiques de I’energie E = + £rpa- Lorsque nous avons commence ce 

projet, il n’existait pas dans la litterature de gradients analytiques pour la RPA, et il n’existait pas non 
plus de derivation tout-en-un de gradients d’energies avec separation de portee. Une Communication 
vient d’etre publiee par le groupe de Flelgaker sur les gradients RPA, avec des orbitales de reference 
Flartree-Fock, qui est du point de vue formalisme le cas le plus simple, mais presente probablement 
le moins d’interet du point de vue des applications. En utilisant le formalisme Lagrangien, j’ai pu 
mettre en place une derivation qui permet d’obtenir en une fois un gradient qui mele des contributions 
courte- et longue-portee. Au cours de la derivation, le parallele entre les comportements des termes 
bi-electroniques courte- et longue-portee est clair et les couplages emergent naturellement. Cette 
theorie a pu etre implementee dans le « cceur » de MOLPRO, c’est-a-dire d’une maniere qui profite des 
outils de programmation mis en place lors de precedentes implementations des gradients correles, 
notamment des gradients RSFt-MP2. A la suite de cette programmation, les calculs de dipole au ni¬ 
veau RSFl-RPA ainsi que les optimisations de geometrie sont du coup disponibles immediatement. 
J’ai presente des resultats d’optimisation de geometrie aux niveaux RSH-dRPA-I et RSH-SOSEX, 
ainsi que des densites correlees au niveau RSH-dRPA-I. Il faut voir ces resultats comme une solide 
validation de Timplementation, mais le but a terme est de calculer des energies d’interaction sur geo¬ 
metries optimisees sur des complexes presentant des interactions faibles (complexes de I’ensemble 
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S22, par exemple). Egalement, quelques premiers tests semblent indiquer que des resultats interes- 
sants pourraient etre obtenus en faisant des calculs de dipoles. 

II est certain que beaucoup reste a faire en relation des travaux presentes dans cette these. Je 
mentionnerais la programmation des gradients analytiques pour les variantes RPA avec echange, no- 
tamment les deux versions proposees par Szabo et Ostlund, qui se montrent particulierement efficace 
pour calculer des forces intermoleculaires dans un cadre de separation de portee. Egalement, il se- 
rait important de poursuivre les travaux bases sur les orbitales localisees, notamment implementer et 
tester le formalisme POO numeriquement. La liste des pistes a explorer pourrait etre rallongee. 
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Annexe A 


Un contexte pour la RPA, des discussions 
autour des fonctions de reponse 


Cette Annexe ofFre an lecteur des discussions et developpements autour de notions que 
Ton manipule lorsque Ton derive les equations RPA, et qui sont a la limite des habitudes 
d’un chimiste theoricien. On introduit notamment le formalisme des fonctions de Green, 
qui ofFre un cadre particulierement adapte a la RPA et s’impose comme une methode de 
choix pour comprendre les implications physiques de 1’approximation RPA. Sont succinc- 
tement montres des developpements tels que 1’approximation GW (que Ton trouve plutot 
en physique du solide) et 1’equation de Bethe-Salpeter, centrale dans notre fa 9 on de deriver 
les equations RPA. On montre egalement une discussion sur la nature de I’objet^ que Ton 
peut rencontrer dans de nombreux contextes. 

Ces developpements sont indiques dans un souci de positionner la RPA, et cette these, 
dans un contexte plus general, mais ne sont pas demontres dans les plus grands details : 
cette Annexe est un effort de vulgarisation d’un domaine limitrophe a la chimie theorique. 


A,1 Theoreme de Fluctuation-Dissipation 

L’etude d’un systeme se fait tres souvent par I’etude de sa reponse a une perturbation[229, 230]. 
Un systeme soumis a une perturbation exterieure (a une force exterieure) voit les valeurs de ses 
observables devier de leur valeur moyenne. En theorie de la reponse lineaire, on ecrit la variation 
de la valeur moyenne d’une observable B dans un systeme soumis a une perturbation F{t)A (F 
est ramplitude de la perturbation, A est I’operateur du systeme auquel est couplee la perturbation) 


comme : 



(A.1.1) 
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oil Ton a defmi xba, dont la transformee de Fourier est xba(<^)- Cette fonction de reponse depend 
de Fhamiltonien a I’equilibre Hq : elle decrit la dynamique du systeme a I’equilibre mais, dans une 
approximation lineaire, permet de connaitre le comportement du systeme hors de son equilibre. 

Le systeme soumis a une perturbation exterieure perd de I’energie par dissipation et les obser¬ 
vables retoument a leur valeur d’equilibre. Une faqon de voir cela est de dire que les degres de 
liberte du systeme sont couples les uns aux autres et jouent les uns pour les autres le role de reservoir 
(thermique) qui otfre une resistance a la force exterieure. Le lecteur trouvera cette explication, et les 
demonstrations des equations qui sont esquissees dans la suite, par exemple dans la reference [231]. 
On pent montrer[231] que cette variation de I’energie moyenne du systeme soumis a une perturbation 
exterieure (cette dissipation) est liee a la partie imaginaire de la fonction de reponse : 


— oc ni Im (xio))) 
ot 


(A. 1.2) 


D’autres sources d’ecart a la moyenne sont les fluctuations statistiques autour de la valeur moy¬ 
enne, mesurees par les fonctions d’auto-correlation telles que cedes qui apparaissent equation (2.2.3). 
On pent montrer[231] que ces fluctuations sont egalement liees a la partie imaginaire de;^^: 


G(to) oclmixico)) (A. 1.3) 

En d’autres mots, avec les equations (A.1.2) et (A.1.3), on montre que la reponse d’un systeme 
a une force exterieure (que Ton exprime en terme de dissipation) est identique a la reponse d’un 
systeme a une fluctuation autour de I’equilibre; c’est-a-dire qu’un systeme « ne sait pas » ce qui 
I’a mene a un etat hors equilibre (une force exterieure ou une fluctuation spontanee autour de la 
moyenne) et son evolution de retour a I’equilibre sera la meme dans les deux cas : c’est ce que Ton 
exprime dans le theoreme de Fluctuation-Dissipation. 


A,2 Introduction an formalisme des fonctions de Green 

L’etude du probleme a A-corps est I’etude des effets des interactions entre les N corps sur le 
comportement du systeme a A-corps. II s’agit d’un probleme d’une grande complexity, qui est en 
general insoluble. Bien souvent, les premieres approches de resolution passent par la supposition de 
rabsence d’interaction pure et simple, c’est-a-dire que Ton substitue au probleme a A-corps compli- 
que une superposition de A problemes a un corps, tres simples. Ces suppositions, dites de « champ 
moyen », donnent etonnement de bon resultats, malgre la severity de 1’approximation. Cependant, ce 
qu’il reste a ddcrire, la partie qui est perdue dans 1’approximation, est physiquement tres importante. 

La thdorie quantique des champs offre une maniere unifiye et systymatique pour attaquer le pro¬ 
bleme a A-corps, et ce dans tons les domaines ou il peut dmerger. Elle propose une nouvelle des¬ 
cription, c’est-a-dire propose de substituer I’ytude du probleme de A particules rdelles en interaction 
par rytude de A particules fictives, que Ton appelle « quasi-particules », qui sont (presque) sans 
interaction. En d’autres termes : on observe que le systeme des corps rdels interagissant fortement 
est bien ddcrit par un systeme de corps fictif interagissant faiblement. (Rappelons-nous que Ton a 
mentionny plus haut que, en etfet, les rysultats obtenus avec 1’approximation (drastique) de particule 
sans interaction sont « bons ».) 
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Une bonne maniere de comprendre I’efficacite de cette description est de considerer le compoite- 
ment et les evenements entourant le deplacement d’une particule reelle. Lorsqu’une particule reelle 
se deplace dans le systeme a A^-coips en interaction attractive (on pent faire globalement le meme 
raisonnement pour une interaction repulsive, bien evidemment), elle emporte avec elle un « nuage » 
de ses plus proches voisins, avec lesquels elle est en forte interaction. Ce nuage ecrante la particule 
a la vue des autres particules du systeme. II est done plus pertinent d’etudier directement le com- 
portement des quasi-particules (les particules et leur nuage), qui interagissent entre elles bien plus 
faiblement que les particules reelles : on pent considerer que leurs comportements sont independants 
les uns des autres. Dans divers domaines de la physique, I’interaction entre les particules reelles est 
appelee interaction « nue », la ou 1’interaction entre quasi-particules est appelee interaction « elfec- 
tive », « habillee », ou : « renormalisee ». 

Dans un systeme a N particules, et dans une description en terme de quasi particules, chaque 
particule est a la fois au cceur d’une quasi particule et membre des nuages de plusieurs autres quasi 
particules. Ainsi, une etude du systeme des quasi particules risque de prendre en compte les parti¬ 
cules reelles plus d’une fois. II est plus simple de definir une description en terme de quasi particules 
dans un contexte ou Ton ajoute une particule reelle au systeme et ou Ton observe et decrit le mou- 
vement de cette particule supplementaire dans le systeme. On pent aussi etudier la propagation d’un 
« trou », e’est-a-dire revolution d’une situation ou Ton a enleve une particule au systeme. 

Dans une telle description, les quasi-particules ont des proprietes propres : elles ont, ou peuvent 
avoir, une masse elfective, une charge effective, etc... et ont, done, egalement une energie propre. On 
donne le nom de self-energy (S) a la dilference entre I’energie d’une quasi-particule et I’energie d’une 
particule « nue ». Une explication que Ton peut donner pour le nom de self-energy est la suivante : 
la particule nue interagit avec le systeme a A-corps, genere ainsi le nuage qui I’entoure, et le nuage 
interagit avec la particule nue, modiliant son comportement. En un sens : la particule interagit avec 
elle-meme via le systeme a A-corps et ce faisant change sa propre energie d’une quantite 2. 

Dans la suite je presente ces formalismes peut-etre peu connus du lecteur chimiste theoricien. De 
bonnes references a lire sur le sujet seront, par exemple, les chapitres des livres [229, 230, 232-236] 
et les references [237, 238]. 


A,3 Fonctions de Green 

On introduit la fonction de Green a une particule[234, 237-240] : 


/Gi(l,2) 

= 0(0 > t 2 ) <3 £") - 0(0 < 0 ) <3 . 


(A.3.1) 


ou I g ) est I’etat fondamental a A particules du systeme, I’operateur de Wick T ordonne les operateurs 
qui le composent en temps decroissants (I’operateur qui agit temporellement en premier est a droite). 
Les operateurs sont des operateurs en seconde quantification, de creation (i^^) et d’annihilation (i^); 
les variables d’espace-temps sont contractees en 1 = (xi,ri), et on note 0(fi > t 2 ) la fonction de 
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Heaviside qui vaut un pour q > t 2 . Cette formulation permet de traiter les electrons et les trous de la 
meme maniere. 

On pent atteindre une interpretation de la fonction de Green en utilisant la representation en in¬ 
teraction des operateurs[234, 237], ou la dependance temporelle est exprimee explicitement comme 


(1,2) = 0(r, > C) < 0 I 1 o ) 

- 0(?i < ?2) < 0 I I 0 > 

= 0(ri > < o I I o > 

- 0(r, < ^I I ^), (A.3.2) 

oil Ton voit que la fonction de Green represente, pour un temps q superieur a t 2 , I’amplitude de 
probabilite de I’evenement suivant: creation d’un electron en X 2 (i^x^), propagation de cet electron de 
q a ti (e“'^di-i 2 )^ gj destruction de I’electron en Xi (i^xi)- H s’agit done de I’amplitude de probabilite 
de trouver au temps q et en Xi un electron cree en X 2 au temps q. De la meme maniere, pour un 
temps q superieur a ?i, la fonction de Green est la probabilite de trouver au temps q et en X 2 un trou 
cree en Xi au temps ti. Avec cette reecriture, on voit bien egalement que la fonction de Green ne 
depend que de la difference t des deux temps ti et q : 


Gi(1,2) = Gi(xi,X2;t) (A.3.3) 

On pent prouver que la fonction de Green a une particule est intimement liee a la densite a une 
partlcule[234, 237, 238], et que Ton peut done obtenir les observables de I’etat fondamental comme 
des moyennes de fonction de Green (Gi(l,2)>. Mais toutes les informations du systeme ne sont pas 
contenues dans la fonction de Green a une particule : les phenomenes dus a des couplages electron- 
trou sont perdus, les phenomenes dus aux correlations entre particules sont perdus. On peut ecrire de 
maniere plus generale des fonctions de Green a N particules, liees aux densites a N particules : 

G„(l ^ 2«) = (-0" < 0 I T [-Ai ■ ■ • ■ ■ ■ <AL] I 0 > (A.3.4) 

A,4 Equations de Dyson et de Hedin, Approximation GW 

A.4.1 Hierarchie des fonctions de Green 


Les equations de propagation des operateurs de creation et d’annihilation, appliquees aux G„ 
nous donnent une hierarchie d’equations de propagation des fonctions de Green[232, 238, 239], ou 
la fonction de Green a une particule depend de la fonction de Green a deux particules, qui depend de 
la fonction de Green a trois particules, etc... On cherche a tronquer cette hierarchie en exprimant 
la fonction de Green a deux particules en fonction de la fonction de Green a une particule. Plus 
precisement: on modifie I’equation de propagation de Gi (A.4.1) pour obtenir I’equation de Dyson 
(A.4.2)[232, 233, 237-240] : 
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Equations de Dyson et de Hedin, Approximation GW 


[id,,-h(xi)]Gi(l,2) + iJ v(1,3)G2(1,3;2,3) = (5(1,2) (A.4.1) 

« K -/!(xi)]Gi( 1,2)- y S(l,3)Gi(3,2) = 5(1,2), (A.4.2) 

ou la « self-energy » S rend compte de tons les effets portes par G 2 . Une interpretation de S emerge 
si Ton considere un systeme sans effet de couplage de deux particules, dont la fonction de Green a 
une particule obeit a 1’equation de propagation : 


[id,, - /j(xi)] g'^°"‘‘““(1,2) = 5(1,2) (A.4.3) 

On retrouve ici une definition des fonctions de Green plus classique dans d’autre domaine de la 
physique : Gj™"‘*™‘^(l, 2)“' = [idt^ - h(x\j\. L’equation de Dyson se reecrit alors schematiquement: 


^ ^tronquee ^tronquee ^ ^ 4 4^ 

et la self-energy se comprend comme la connexion entre le systeme sans effet de couplage de deux 
particules et le systeme reel decrit par Gi. Tous les elfets d’interactions sont inclus dans S, c’est-a- 
dire les effets d’interaction de Coulomb, les effets d’echange et de correlation : S = Shxc = Vh+ £xc- 


A.4.2 Approximation GW 


L’enjeu est ensuite bien stir de trouver une expression de la self-energy exacte et un cadre ou 
I’approximer. On trouve satisfaction dans une theorie des perturbations, que je vais presenter dans 
la suite de maniere tres succincte : les notations ne seront pas detaillees en profondeur, les lois 
d’integrations ne seront pas redemontrees, les dependances ne seront pas surveillees avec attention. 
Le but ici est simplement de comprendre d’ou vient 1’approximation faite sur 2, et ses consequences 
dans le cadre de la RPA. Le lecteur interesse trouvera de bonnes revues sur le sujet dans la litterature, 
entre autres dans la reference [237]. On ajoute au systeme une perturbation U dependante du temps, 
et on definit le potentiel: 


V=U + Vh = U-iJ vGi, (A.4.5) 

dont la presence force a redefinir les fonctions de Green (non detaille ici). Une derivation attentive 
des nouvelles fonctions de Green permet rapidement d’obtenir la formule de Schwinger : 

^;^ =-G 2 + GiGi, (A.4.6) 

au 

dont on comprend immediatement la portee : cette equation permet d’exprimer la fonction de Green 
a deux particules exclusivement en fonction de fonctions de Green a une particule. Inseree dans 
I’equation (A.4.1) et (A.4.2), elle donne en elfet: 
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Sxc = i V 


dGi 1 

V-G, = -/ 

dU ‘ 


V G] 


dG 


-1 2 
1 i 


dU 


-i / vGi 




5G 


— = i Gi WT, 


(A.4.7) 


ou la loi 1 est la «loi de I’inverse » et la loi 2 est la « chain-rule », deux lois d’analyse fonctionnelle 
bien connues. Cette equation definit les objets f et IV : 


r 

et: 


def de 

f dV T f dGi dV /• _ 

W = Jv- i v-i/v —v-=v.yv^lV, (A.4.9) 

OU : 


dGi I f 5G7‘ f ~ 

X = = 7 ^ 

est la polarisabilite irreductible du systeme, c’est-a-dire la reponse du systeme -de Gi- a une pertur¬ 
bation V. La denomination « irreductible » souligne le fait que x est definie par rapport a V, la oil 
une polarisabilite « reductible » pent etre definie comme;^^ = -i^- 

II est interessant de se pencher sur la definition de W. II s’agit du potentiel v ecrante par I’inverse 
de la fonction dielectrique : e“' = Comme on I’a vu dans 1’introduction, I’interaction entre les 
quasi particules est bien plus faible (elle est quasi nulle) que 1’interaction entre les particules reelles : 
W est plus faible que le v. 


dG- 


-1 


Dyson avec 
il/+Zxc 
i 


dV 


^^tronquee.-l 


dV 5Sxc 

+ - + - 

dV dV 


1+2 

i 


66 + 


dG\ 


GiLG 


(A.4.8) 


On a done une collection de cinq objets (Sxc et Gi, et r,^et W) qui ont emerges dans la 
derivation et de cinq equations ((A.4.4), (A.4.8), (A.4.10), (A.4.9), (A.4.7)) que Ton peut 
faire tourner dans une procedure SCF jusqu’a convergence, c’est-a-dire jusqu’a obtenir 
I’exacte self-energy. 


Ce schema, propose par Hedin[241], est une theorie des perturbations dont la composante de base 
est le potentiel ecrante W, qui est beaucoup plus faible que le potentiel v: une serie en puissance de W 
converge beaucoup plus rapidement qu’une theorie des perturbations en puissance de v. (Cette idee 
n’est pas sans lien avec le modele de Hubbard[242] en physique du solide). De fait, 1’approximation 
la plus repandue consiste a faire un unique cycle —» (t,x, (^x™’ GJ™). Avec 

une self-energy de depart = 0, on obtient: 
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Equation de Bethe-Salpeter, Approximation du noyau 


■ 


Gi 

F 

F 

iE 


G tronquee 
1 

66 


-iGi Gi 

V - i / vGi Gi W 


= iG W, 


(A.4.11) 


oil I’expression de la self-energy ainsi obtenue donne son nom a 1’approximation : GW. 


A,5 Equation de Bethe-Salpeter, Approximation du noyau 

Dans les cas ou la fonction de Green a deux particules est eifectivement necessaire (dans le cas 
de couplage electron-trou par exemple), on utilise une equation similaire a I’equation de Dyson : 
1’equation de Betlie-Salpeter[243]. Considerons la polarisabilite « reductible », en portant attention 
cette fois aux dependances : 


a(F2;1',2') 


. oGiiun 

' dU(2',2) 


/G2(1,2; 1',2')- iGi(1, 1')Gi(2,2') 


(A.5.1) 


Cette equation est du plus grand interet d’un point de vue physique : x est un objet a 4 
points, deiinit a la fois (voir I’equation (A.4.6)) comme la reponse (lineaire) d’un systeme 
a une perturbation exterieure et (voir I’equation (A.5. 1)) comme la difference entre le mou- 
vement couple d’un electron et d’un trou et leur mouvement independant. On voit ici les 
premisses d’une utilisation dans un cadre de theoreme de fluctuation dissipation 


On pent proceder comme precedemment et deriver I’equation de Bethe-Salpeter[80, 237, 240] 
de la maniere simplifiee suivante : 




l.=U+Vh+'Lxc 

. n. — ; 

f 5(g‘—’-‘- t/-v,-2xc) 

J ‘ dU 

vj 2 t 

/ dU 


2 

= -iGi Gi - i 


Gi 


d{vh + l.xc) dGi 


dG\ 


dU 





(A.5.2) 


oil I’on retrouve la polarisabilite a particules independantes qui apparait (a deux points) dans 
I’equation (A.4.11), et ou I’on deiinit le noyau '7C = apartie de la self-energy totale, c’est- 

a-dire du potentiel de Hartree et de la self-energy d’echange-correlation. On voit que I’equation de 
Bethe-Salpeter est une sorte d’equation de Dyson pour la polarisabilite a 4 points[80], et que le noyau 
% joue le meme role que la self-energy : il connecte le systeme a particules independantes represente 
psiiX^^ systeme reel. On represente schematiquement I’equation de Bethe-Salpeter : 
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(A.5.3) 

Comme precedemment avec la self-energy, le noyau doit etre approxime, c’est-a-dire la derivee 
de Sxc doit etre approximee : il semble naturel d’utiliser 1’approximation mise en place pour Sxc, 
i.e. rapproximation GW, ou Sxc = 0. Ceci mene a un noyau qui ne contient que le terme de Hartree, 
et est appele TD-H, ou : RPA, que Ton appelle ici direct-RPA (dRPA). 

'7C‘'P^1,2;3,4) = = v(l,4) d(l, 3)d(2,4) (AAA) 

oGi(4, 2) 

(voir definition de v;,, equation (A.4.5)). Dans ce cas, les « 6 » qui emergent vont reduire I’equa- 
tion de Bethe-Salpeter (A.5.2) a une equation d’objets a deux points. Une approximation moins 
severe consiste a inclure un terme d’echange, ce qui donne un noyau : 


,^rpax(i^2;3,4) = + ^ (A.5.5) 

aGi 

II s’agit de 1’approximation TD-HF, ou : RPA-echange (RPAx). 


Ainsi rapproximation RPA sur le noyau de I’equation de Bethe-Salpeter est similaire a 
rapproximation GW sur la self-energy de I’equation de Dyson et consiste a negliger to- 
talement toutes contributions autres que Hartree. L’approximation RPA-echange (RPAx) 
consiste a inclure un terme d’echange dans la self-energy, c’est-a-dire dans le noyau de 
I’equation de Bethe-Salpeter. 


A,6 Fonctions de reponse 

A.6.1 Representations de Lehmann 


La representation spectrale dans le contexte du formalisme des fonctions de Green est appele 
« representation de Lehmann ». Pour obtenir la representation de Lehmann de la fonction de Green 
a une particule[234, 237, 240], on insere dans I’equation (A.3.1) la completude d’une base d’etats a 
M particules dans leurs etats fondamental ou excites TiM,n I ^ ) < ^ I = 1. Du fait des operateurs de 
creation/annihilation, seuls les etats | ) (resp. | ^~*)) survivent pour t > 0 (resp. r < 0): 

iGid, 2) = 2 ©(T > 0) < ^ I -Ai I I I ^ 

n 

-®{T<0){1\^1\ I I 0 > (A.6.1) 
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La representation en interaction des operateurs donne : 


/Gl(Xl, X2; T) = ^ 0(T > < 0 I J I -Alj ^ 

n 

- ©(r < < 0 I I I <Ax, I 0 > > (A.6.2) 


dont la transformee de Fourier est: 


Gi(xi,X 2; w) = V- 

^ (jj - 


/A^i 7 / ^ 1 I 7 T I ^ \ 

<ol'Ax. I „ )< „ l<Ax, lo) 


jN \ 7t |A^-1\ /A^-1 I 7 \N \ 

( 0 I *Ax2 I n }( n I •Axi I 0 ) 
(£w+i,« - £w,o) + ii]'^ - (Ena - EN-i,n) - 


(A.6.3) 


On a utilise : 


dt &(t > =- 

co-sjir,- (A 6.4) 

et : / dt 0(t < -, 

7-00 w - e - !)7+ 

qui s’explique lorsque Ton comprend, par exemple pour la premiere relation, que = g'Re(w-£:)T 

g-im(w-£)r ijjtegrable analytiquement si Im (w - e) et t ont le meme signe. Ici, vu la presence de 
la fonction de Heaviside, si Im(w - e) > 0. Ainsi I’apparition des elements ±irf est due a la nature 
physique de Gi et a la scission entre le traitement de la propagation d’un electron pour t superieur a 
0 et le traitement de la propagation d’un trou pour t inferieur a 0[229]. 

On adopte la notation de Feynman, ou rf implique la presence d’une limite : jf = lim . II faut 

ainsi comprendre que les poles de la premiere fraction de I’equation (A.6.3) sont isA'+i.n - ^w.o - itl^, 
c’est-Mire sont les differences d’energie isw+i,n - decalees a partir de I’axe des reels dans le 
plan complexe inferieur, et ceci simplement pour justilier certains raisonnements, avant de prendre 
T]^ —> 0. Une plus ample discussion sur la presence et la signification de rf est donnee section A.6.2. 

Considerons a present la representation de Lehmann de4;'’^(l,2; l',2') = -/Gi(L2')Gi(2,1'). 
On procede de la meme maniere que precedemment, c’est-a-dire que Ton insere des bases completes 
pour obtenir (on pent aussi utiliser directement les representations de Lehmann derivees plus haul): 



!y‘'(l,2;l',2') = 0(T>O)< 






i")+0(T<o)<^;i 


1^2' 


l^<ol 




) 

0 / 
(A.6.5) 


En explicitant les coordonnees d’espace et de temps, on a : 


!4"^’’(Xi,X2;Xi/,X2';t) = ©(t > 0 )e £jv.o+£jv-i.o)r 

< 01 -^x j ‘M 10) < 01 -Ai r„- ‘‘ I -Ax^ 10) 

+ 0(T < 

{ 0 I ’/'x2/ I II ) ( n I *Axi I 0 ^ ^ 0 I *^X2 I II ) ^ II I *Axi/ I 0 ) 


(A.6.6) 
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L’equation (A.6.5) montre decrit la propagation simultanee d’un electron et d’un trou. 

La transformee de Fourier de (A.6.6) est (avec des definitions evidentes pour /): 


y’’(xi,X2;xp,X2-;tu) = 


/A'+l(Xl)/iV-l(Xi0/^^^(X20/y_i(X2) 

■ (£^/V+l,n ~ - {E/^q - £'a'-1,o) + 

/a^ +1 (X 2 )/Af- 1 (X 2 -)/;;}+ 1 (x 1 - )/y _ 1 (x 1 ) 
oj + (isAf+rn - Efifl) - (Efifi - Efi-ifl) - irj^ 


(A.6.7) 


oil, a nouveau, les ±irf sont une consequence de la nature de;^f‘ 


Notons que^^’’ = -iG\G\ n’est pas encore bien definie puisque Ton a pas choisi de fonction de 
Green a une particule en particulier. En choisissant les fonctions de Green sans interaction Gj d’un 
calcul KS ou FIF, on obtient;t^'^ = -iGjGj = ■ Ainsi, dans ce contexte de fonctions d’onde mono- 

determinentales, on retrouve pour la representation de Lehmann la definition de Fequation (2.3.2). 


A.6.2 Des propagateurs "causal", "avance" et "retarde" 


L’expression de Lehmann, equation (A.6.7), introduit une quantite positive que Ton comprend 
lorsque Ton considere les conditions d’analyticite des transformes de Fourier vues equations (A.6.4). 
Une plus importante discussion pent etre faite sur les rj^ des fonctions de reponse^. 

La fonction de correlation temporelle K qui emerge naturellement dans un contexte de reponse 
lineaire[229], ou Ton cherche a exprimer revolution de la valeur moyenne {B) d’un systeme d’hamil- 
tonien perturbe H = Ho+F{t)A avec les fonctions d’onde perturbees ecrites |0'> = |0)+c„(0e~‘““'"^ l«), 
est: 


(B) - {B)o = j Kit- t’)Eit’) dt' (A.6.8) 

et: 

Kit = - (0|A|n) <«|S|0) ^ (A.6.9) 

oil c’est la causalite qui dicte le choix des homes d’integration : la reponse de (B) au temps t depend 
de la perturbation aux temps inferieurs a t. Cette fonction de correlation temporelle est la transforme 
de Fourier d’une fonction de reponse (d’un propagateur);^^. Plus exactement, etant donne que K n’est 
definie que pour r = ? - f' > 0, on a : 


x{(^) = J 

®{r)K{T)e'‘^dT 

(A.6.10) 

et: 



e{T)K{T) OC 


(A.6.11) 
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Pour obtenir une expression de a partir de K, equation (A.6.9), on ajoute a la perturbation 
un facteur de convergence ' qui assure une apparition graduelle a ? = -oo (essentiellement, cela 
revient a travailler avec une fonction plus lisse que © dans I’equation (A.6.10)), on resout I’equation 
de Schrodinger pour les c„ (avec les bons choix pour H’), pour finalement pouvoir ecrire[229] : 

j-1-(A.6.12) 

(Noter les signes des termes de convergence : +irf, la ou I’equation (A. 6. 7) montrait des termes 
ir]* et -irf ■ Je reviendrai sur cette question dans la suite). C’est a ce moment, il me semble, que 
Ton comprend le mieux le lien entre la causalite (c’est-a-dire : le fait que t > 0) et la presence de 
rf. La fonction a des poles sur I’axe des reels deplaces dans le plan complexe inferieur 

d’une quantite irj^. L’integrale (A.6.11) est done : analytique dans le plan complexe inferieur (sauf 
en ces poles) pour t > 0 (on applique alors le theoreme des residus pour obtenir une integration par 
contour non nulle, voir par exemple B.2.2) ; analytique, pour r < 0, dans la totalite du plan complexe 
superieur, qui ne contient pas de pole et dans lequel 1’integration par contour donne un resultat nul 
en vertu du theoreme de Cauchy (voir B.1.3). 


Une maniere de presenter les choses est de dire que Ton impose la causalite soit par le 
biais de fonction de Heaviside, soit par la presence du facteur de convergence qui decale 
les poles dex de maniere a forcer le signe de t dans la transformee de Fourier (A.6.11). 


Cette formulation du propagateur ;t' sst appelee « retardee »[232]. II decrit un phenomene phy¬ 
sique reel, oil la reponse est determinee apres I’application de la perturbation, et le facteur de conver¬ 
gence e'' ' est Indus pour respecter la causalite. Une autre formulation du propagateur peut etre 
ecrite, en remplaqant les termes +17]'^ par -irf dans (A.6.12), pour obtenir : 

AM = > j -r----r- (A.6.13) 

^ lx)- Oo,n -11]+ 0) + 0)0,n “ 

Ce propagateur a des poles decales dans le plan complexe superieur, et avec le meme raisonne- 
ment que precedemment, cela mene a une fonction de correlation temporelle pour laquelle t < 0. 
En d’autres termes, ce propagateur resulte d’une vision ou Ton a ajoute un facteur de convergence 
inverse e”'' ’ et decrit un phenomene imaginaire ou le temps « descend » de -i-oo, et ou la reponse est 
determinee avant la perturbation. On appelle ce propagateur : propagateur « avance »[232]. 

Le propagateur de I’equation (A.6.7), obtenu dans un formalisme de fonction de Green avec 
I’operateur de Wick, est appele propagateur « causal »[232]. On rappelle id son expression : 


Y" <0|B|«>(«|A|0) («|A|0) (0|i?|«) 

j - 1 -^ 14 ) 

(X) - IjjQ^n + IT] - W 

Pour resumer : le propagateur retarde est analytique dans le plan complexe superieur, a tous ses 
poles dans le plan complexe inferieur et donne done une integrate non nulle dans le plan complexe 
inferieur. Le propagateur avance est analytique dans le plan complexe inferieur, a tous ses poles dans 
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le plan complexe superieur et donne une integrale non nulle dans le plan complexe superieur. Le 
propagateur causal n’est analytique dans aucun des deux plans, mais a (done) une transformee de 
Fourier bien definie et non nulle pour toute valeur de t (sauf t = 0). Notons que dans la section 
B.2.2, on est amend a integrer la fonction de reponse causale et a discuter de la position de ses poles. 


A.6.3 Une expression alternative 


Concemant la fonction de reponse a 4 points vue par exemple equation (A.5.1), ayant quatre 
operateurs, elle pent decrire le comportement d’une paire d’electron, d’une paire de trous, ou, ce qui 
nous interesse ici : d’un electron et d’un trou. On choisit done judicieusement I’ordonnement des 
temps : 


;t( 1,2; 1', 2') = ;r(xi, ti, X2, t2; xn, , X2S t^), (A.6.15) 

ou les temps fj" et sont legerement superieurs a ti et t 2 . Ainsi I’operateur de Wick de la fonction 
de Green a deux particules de I’equation (A.5.1) ne foumit-il que deux composants, qui sont: 


-G2(Xi,?i,X2,t2;Xr,tf,X2',?2) ^ 


0(fl > ^2) < 0 I I 0 ) - 0(^2 > fl) < 0 I I 0 ) 

(A.6.16) 


Si Ton considere la definition (A.5.1) de la fonction de reponse x, on se retrouve a ecrire la 
representation de Lehmann suivante : 


;t(xi,X2;xi-,X2snj) = 


I < 0 I I „ )< „ I <Ax2-'Ax2 I 0 > < 0 I 'AL'Ax 2 I „ )< „ I <Ax,,<Ax, I o) 


cj + irj'^ - Q„ 


—Cl) + ir]^ - Q„ 


(A.6.17) 


que Ton obtient en inserant la completude de la base I ^^ I = 1 et ou la somme sur n 0 
s’explique par la presence du terme -iGiGi dans (A.5.1). Q„ est la difference entre les energies de 
I’etat excite n et de I’etat fondamental. L’objet a 2 points, ;t'(ri,r 2 ) (on ne s’occupe pas ici de la 
coordonnee de spin, qui est integree), s’ecrit done : 


^(ri,r2;6j) = 


a^O 


f na(riX(r2) _n^(j^a(r2) 

a> + 17]'^ - - 0 ) + irj 


)na(X2) \ 

— —p;-[ =L+(ri,r2;m)+^_(ri,r2;6j), 
- £2„ ) 


(A.6.18) 


ou Ton prefere ecrire |0) = | g > et la) = | „ ) (on n’a plus besoin de mentionner explicitement le 
nombre de particule, qui est toujours N). On definit n^ir) = (0| lu) = (0| «(r) |a). 
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Annexe B 


A 

Elements d’integration complexe 


Le but de cette Annexe se situe dans les sections B.2.2 et B.3 : il s’agit de demontrer 
clairement des relations liees a des integrations dans le chapitre sur la RPA. On presente en 
amont de ces sections des notions de base d’integration complexe, dans le but d’eclairer le 
lecteur sur les methodes et le vocabulaire utilise lorsque que Ton integre les equations, no- 
tamment (2.4.6) et (2.7.29). Tons les outils necessaires a la comprehension du theoreme des 
residus, relativement bien connu des chimistes theoriciens, et du principe de 1’argument, 
qui n’est qu’une application un peu exotique du theoreme des residus, sont presentes ici. 
A nouveau, il s’agit d’une Annexe de vulgarisation et les demonstrations sont simplement 
indicatives; la plupart des derivations sont une simplification de la reference [244] . 


B,1 Notions de bases 

Afin de dissiper d’eventuels doutes dans la suite, je presente ici des notations et quelques defini¬ 
tions de base en integration complexe. L’idee, bien sur, n’est pas de renter dans la totalite des details 
que Ton pourrait rigoureusement reclamer (on suppose notamment acquises les existences des objets 
lorsqu’elles sont necessaires), mais de se convaincre du fonctionnement des points cles qui menent 
aux formulations importantes des sections B.2.2 et B.3. On definit I’integrale sur un arc y parametre 
par z = e C, a < r < de la fonction complexe /(f) comme : 

[ f(z)dz= [ f(z(t))z'(t)dt, (B.1.1) 

J y J a 

dont la valeur est invariante par changement de parametrisation de I’arc. On accepte egalement une 
generalisation des arcs en chaine d’arcs, et on pent notamment ecrire symboliquement: 


fdz= fdz+ fdz + - 


fdz. 


' 7 i+r 2 +--+r,i 


(B.1.2) 





Annexe: Elements d’integration complexe 


en particulier : f_^f dz = - J^f dz- Une chame d’arc qui forme un contour ferme est appelee un 
cycle. 

Dans la suite, on dit que a est un zero d’ordre n de la fonction / si /(a) ainsi que les « - 1 
premieres derivees, sont nulles. C’est-a-dire que Ton peut ecrire f{z) = (z - a)"f„(z) ou 

f„(a) 0. De la meme maniere un pole d’ordre n de f est un zero d’ordre n de g(z) = l//(z), 

c’est-a-dire que Ton peut ecrire f(z) = (z- a)~"f„(z), avec f„(z) = llg„(z). 


B.1.1 Index 


Une notion importante a considerer en integration complexe est V index d’un point par rapport a 
un contour ferme. De maniere simple, I’index indique le nombre de fois ou un cycle tourne autour 
d’un point qui n’est pas sur le cycle. Observons I’integrale de 1 /(z - a) sur un cycle y : 


dz 


fifLog(z - a) = liLoglz - a\ + i / dMg(z - a) 


(B.1.3) 


Le premier terme est nul (sur un cycle, Log|z - a\ retrouve sa valeur initiale), et le second terme 
augmente ou diminue d’un multiple de 2m . On definit justement I’index n{y,a) d’un point a par 
rapport a un cycle y comme ce multiple : 


(B.1.4) 

2m Jy z - a 

qui indique done le nombre de fois ou un cycle toume dans le sens trigonometrique autour d’un 
point qui n’est pas sur la cycle (I’index prend une valeur negative lorsque le cycle toume dans le sens 
anti-trigonometrique autour d’un point). Ceci n’est pas une demonstration rigoureuse mais donne 
« avec les mains » 1’esprit de la justification complete. On trouve une demonstration plus rigoureuse 
dans la section 2.1 de la reference [244]. 


B.1.2 Homologie 


Une fois la notion d’index definie, une propriete des cycles emerge : Vhomologie. En quelques 
mots : dire que des cycles yi et y 2 sont homologues par rapport a une region Q, e’est dire qu’ils 
toument autour de tous les points hors de cette region le meme nombre de fois (voir la figure B.l). 
En effet, si y est un cycle dans une region Q pouvant contenir des trous, on dit que y est homologue 
a zero par rapport d Q si «(y, a) = 0 pour tous les points a dans le complement de Q. On ecrit 
y ~ 0[Q] et on comprend que yi ~ yziO] est equivalent a yi - y 2 ~ 0[O]. 


B.1.3 Theoreme de Cauchy 


Un theoreme fondamental pour nous est le theoreme de Cauchy, qui dit que : si / est analytique 
dans une region Q, alors : 


144 








Notions de bases 



FigureB. 1 : est une region con tenant les trous a i,A 2 , ...,A„,A„+i (A„+i est 1’« exterieur » de Q). 

On a : yi ~ 0[O], i.e. le cycle ne tourne autour d’aucun point hors de Q. Et: y 2 ~ i-e. les deux 

cycles tournent autour de tous les points hors de D de la meme maniere. 


f(z)dz = 0, (B.1.5) 

pour tout y tel que y ~ 0[O]. Ce theoreme est intimement connecte avec la propriete qu’ont certaines 
integrales de ne dependre que des points d’extremites de Fare y, e’est-a-dire d’etre nulles pour un 
contour ferme. Je ne demontrerai pas ce theoreme, le lecteur interesse trouvera une demonstration 
claire dans la partie 4 de [244]. 


B. 1.4 Theoreme des residus 


Considerons une region Q munie de trous Ai, A 2 ,A„, A„+i (on dit que Q est multi-connectee). 
Etant donnee un cycle y de O, on pent montrer que I’index n{y, a) est constant quand a varie dans 
un meme A,. En d’autres termes : le cycle tourne autour des trous, et I’index est le meme pour tous 
les points d’un trou. On appelle c,- la valeur constante de I’index des points d’un trou A,. On est en 
mesure de constmire des cycles yi,y 2 ,-..,y« autour des trous tels que n(y,,a) = 1 pour a € A, et 
n(y,, a) = 0 pour tout autre point hors de Q. (Notons que A„+i est T « exterieur » de la region, et n’est 
pas a strictement parle un « trou », voir figure B.l ; de toutes les manieres : n{y,a) = 0 pour tout 
cycle y de O et tout point a de A„+i). Ainsi pour tout cycle y de Q, il existe des cycles yi, y 2 , Jn 
tels que : 


y ~ (ciyi + 0272 + - + c„y„)[Q], 


(B.1.6) 
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c’est-a-dire : les cycles de chaque cote du signe ~ tournent autour des trous le meme nombre de fois. 
Les cycles y, sont parfois appeles une « base d’homologie pour Q ». 

Considerons une fonction / analytique sur toute la region, sauf en des poles isoles ai,a 2 ,...,a„ 
qui sont situes dans les trous Ai,A 2 , ...,A„ (/ est dite meromorphe). Par le theoreme de Cauchy, on 
a: 


f f dz = Cl f f dz + C 2 f f dz + ... + c„ f f dz 
Jy Jyi Jy2 Jy„ 

= 2 m(CiRa^ + C2Ra2 + - + CnRa„), 


(B.1.7) 


qui definit les les residus de f aux points < 2 ,. L’equation (B.1.7) est appelee le theoreme des 
residus, et foumit une maniere de calculer I’integrale J^f dz pourvu que Ton dispose d’un moyen 
de calculer les residus Ra^. Dans le cas particulier d’un pole simple en a,, on obtient le residu Ra^ 
comme la limite (z - ai)f(z) pour z —» a, . 


B.1.5 Principe de rargument 


Une application particuliere du theoreme des residus est d’un interet special pour nous : il s’agit 
du principe de 1’argument. Considerons un fonction meromorphe / qui a des zeros < 2 , d’ordre hi et 
des poles bj d’ordre hj. Pour chaque zeros, on pent ecrire : 


/(z) = (z - aif‘fh,{z) avec : /*.(«,) 0 

/'(z) = h,{z - fl,)*'■'//!,(z) + (z - aif‘f^{z) 

La fonction /'// s’ecrit alors : 


/'(z) _ h ^ fhM') 

f(z) z-Oi fh,(zy 


(B.1.9) 


et a des poles simples a, de residus /!,. On pent ecrire pareillement, pour chaque pole de / : 


/'(Z) _ -hj ^ flriz) 
f{z) z-bj fh-Xz) 


(B.1.10) 


En resume : si / est une fonction meromorphe avec des zeros < 2 , d’ordre ft, et des poles bj d’ordre 
ft,, alors la fonction /'// a des poles simples a, et ft, de residus ft, et -hj. Le theoreme des residus 
applique a. f If donne : 


J_ [ fJA 

2m 7,, /(z) 




(B.l.ll) 
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Integration curviligne des fonctions de reponse 


Cette equation est appelee principe de Targument, et peut etre generalisee a une fonction g 


L 

f 


f/ 

sb)-^* = E n{y,ai)g(ai)h, - J^n{y,bj)g{bj)hj (B.1.12) 


Le lecteur trouvera dans la litterature le principe de 1’argument ecrit avec une convention oil les 
sommations sur les zeros et les poles sont repetees autant de fois que I’exige leur ordre respectif, ce 
qui permet une expression compacte : 



1 

2m 



= n{y, ai)g{ai) - ^ n(y, bj)g(bj). 


et meme, avec un contour choisi tel que les index sont tons egaux a 1 : 


1 

Im 




(B.1.13) 


(B.1.14) 


B,2 Integration curviligne des fonctions de reponse 

B.2.1 Representation spectrale de la representation matricielle de la fonction de reponse 


On rappelle que Ton resout = Wa,nACQ.,„ ; que 01^^' = aiA - A^ et que A 

Considerant les symetries du probleme (voir 2.4.1), on ecrit: 


1 

0 


0 

-1 




Aq- ~ ^ ^^ ^a,n^a,n^Jy^n ~ ^ ^a,n^a,n^a,n ^ ^a,n^a,n^a,n 
n n>0 n<0 

= ^ CJa,nCa,- a>c-„Ca-„Cl_„ (B.2.1) 

n>Q 

A = = Yj ^n€a,n€ln + 

n n>0 ?i<0 

= (B.2.2) 

n>Q 

oil A„, bien sur, sont les valeurs propres qui permettent de reconstmire A. On a done 1’expression 
suivante pour 11“' : 


(HIq-) — Ci)A Aq, — + ( uj + n>Q, 


(B.2.3) 
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et, en etant attentif a rajouter les quantiles irj^ (voir discussion section A.6) : 


=y— 

^ (ti — 


r 


r r" 


n>0 


- (^a,n + IV + ^a-n + W 


(B.2.4) 


B.2.2 L’integration 


L’integration de I’equation (2.4.6) se fait par une methode appelee « decalage du contour d’inte¬ 
gration ». Rappelons que : 


P 


RPA 

c,a 



(2.4.6) 


On cherche done a integrer une fonction / sur I’axe reel, de -oo a oo. Une telle integration pent 
s’ecrire : 


[ f(a))d(D = lim f(aj)daj = lim [ f(z) dz, (B.2.5) 

R^oo 2m J_^ R^oo 2m 

oil Jr est le segment de I’axe reel allant de -R a R. Le decalage du contour d’integration consiste 
a exprimer I’integrale sur une variable reelle par une integrale complexe que Ton peut aisement 
calculer. On considere I’integrale suivante, ou Ton ajoute a un arc Cr qui clot un contour dans le 
plan complexe superieur: 


f(z) dz+ f f(z) d^ = ^,(k f(z) dz (B.2.6) 

Jcr J 2;r! Jj^+Cr 

Le choix le plus simple pour fermer le contour est un demi-cercle, allant du point reel R au point 
reel -R, en passant par le plan complexe superieur (voir figure B.2). En considerant que / tend vers 
zero a I’infini, on peut considerer que I’integrale sur I’arc Cr ne contribue pas : 



lim — 
R->co 2m 


'Zr 


f(z) dz = lim — 
R^oo 2m 


f(z) dz 




(B.2.7) 


On est capable de calculer I’integrale sur un contour ferme en utilisant le theoreme des residus. 
Observons la fonction / : 



+0 r’^ 

Z + CJa,n - 


+Co,„Cj^ 

+ - 

z - wo,„ + 


Z -H (Uo,„ - !??+ 


(B.2.8) 
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Integration de la formulation "matrice dlelectrlque" 



Figure B.2: Schema du plan complexe z- Les poles de / (points noirs, voir equation (B.2.8)) sont 
legerement au-dessus de I’axe des reels negatifs (-(x>a,n + iff et + iff ; on rappelle que (X)a,n 
et wo,„ sont positifs) et legerement au-dessous de I’axe des reels positifs (6 Uq._„ - irf et aio.n - iff^- 
On integre sur le contour trigonometrique jr + Cr, mais I’integration sur le contour jr + C'r est 
equivalente. 


Cette fonction possede des poles dans le plan complexe superieur, legerement au-dessus de I’axe 
reel: aux points z = + irf, de residus Ca-nCl_„ et z = -ojq,, + irf, de residus -Co-„Cj_^. 

Tons les index sont egaux a +1. Ainsi: 


1 

2jii 


f{cA))da) = lim (f f{z) dz = V „ - Co-„Cj_ } 

R^oo 2m 


(B.2.9) 


Pour etre complet, on pent remarquer que la fonction / possede egalement des poles dans le 
plan complexe inferieur, aux points z = oJa.n - if]^, de residus -Ca.,„C^„ et z = a)o„ - de 
residus Co,„Cj^ ; on pent integrer dans le plan complexe inferieur : le sens du contour est alors anti- 
trigonometrique et les index des singularites sont tons egaux a -1. L’integration donne un resultat 
qui a terme produit la meme expression de I’energie (c’est-a-dire qui a la meme trace). 


B,3 Integration de la formulation "matrice dielectrique" 

Ayant a present tons les outils a disposition, on est en mesure ici d’expliquer en detail la me- 
thode esquissee par McLachlan et a/.[245]. L’integrale en frequence (2.7.28) est calculee par inte¬ 
gration par parties du logarithme et application du principe de 1’ argument, pour obtenir la formulation 
(2.7.29) apres integration curviligne. 

Considerons, done, I’equation (2.7.28) : 
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r-dRPA-I 


1 

2 




) 


4 + "^ / 


Le second temie s’integre en A,a_,a, et le logarithme pent etre integre par partie : 


(2.7.28) 


s L C- - s / 


/'(z) 

-oc /(z) 


(B.3.1) 


oil le premier terme est nul et ou on pent appliquer le principe de I’argument de I’equation (B.1.14) 

nf + 

an second terme, avec : g{z) = z et /(z) = -. La fonction / a deux zeros simples en +/Q,a 

4 + z" 

et deux poles simples en +!£,a. En utilisant le meme raisonnement que dans la section B.2.2 sur 
les contours de la figure B.2 ou cette fois les elements interessants sont sur I’axe imaginaire, on 
integre de maniere equivalente sur le plan complexe superieur ou sur le plan complexe inferieur pour 
obtenir : 


_j_ r m ^_._L r /'(z) 

2ir J_^ f(z) ^ ^2m f(z) 

c’est-a-dire pour obtenir une energie de plasmon : 


z = -i (iQ,„ 


iSm) , 


(B.3.2) 


£.dRPA-I 




(B.3.3) 
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Annexe C 


Details de Padaptation de spin 


Dans cette Annexe, on se convainc de I’adaptation de spin des matrices d’integrales 
bi-electroniques, qui sont diagonales par bloc avec des composants singulets et triplets[2, 
80, 246]. Une fois ceci etabli, il est aise de montrer que les composants triplets ne sont a 
prendre en compte que dans la formulation RPAx-II[2]. 


C,1 Structure des matrices bi-electroniques 


Une integrate bi-electronique entre des spin-orbitales p, q, r, s s’ecrit: 


{pq\rs) = / p*(xi)^*(x2)rv(xi,x2)r(xi)5(x2) 


p*(ri)^*(r2)w(ri,r2Mri)i(r2) / 4(ii)ir(^i) / s*(s2)sAs2), 


(C.1.1) 


et ne pent etre non nulle que si les fonctions de spin respectent Sp = Sr et Sq = s^. Ainsi, sur 
les 2^ combinaisons de spin possible pour les orbitales p, q, r, s, seules 2^ sont non nulles. Plus 
particulierement, on a pour les matrices K, K' et J les structures suivantes : 





Annexe: Details de I’adaptation de spin 


Kiajb 



Ka 


{ij\ba) 


J ia 

Jb = {ib\ja) 


Si 


ft) 

>! 

II 

Sh 


Si = 

Sb et Sj = Sa 


Si = 

Sj et Sb = Sa 




jh 





jb 



jb 



( 

TT,TT 

TT.ii 

0 

0 


/ 

TT-TT 

0 

0 

0 1 


( 

TT-TT 

0 

0 

0 


ii.TT 

it,it 

0 

0 


0 

it,it 

0 

0 


0 

it,it 

0 

0 


0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

Ti.iT 


0 

0 

Ti.Ti 

0 


i 0 

0 

0 

oj 


i 0 

0 

tut 

0 J 


i 0 

0 

0 

it,IT, 


La transformation de chacune de ces matrices selon X = U^XU (voir (2.6.2)) donne : 



^iajb 



K 

iajb 



Jia 

]b 


' A: 

K 3 0 

0 


f 

k; 

0 

0 



J3 

0 

0 

K 2 

K 4 0 

0 


K2 

K 

0 

0 


J2 

Ja 

0 

0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 


a; 


0 

0 

J5 

Jl 

. 0 

0 

0 

0 , 


. 0 

0 

K'e 

^8 , 


. 0 

0 

Je 

•^8 , 


Ai = 

1 

2 

(n.TT+ii.TT 

K[ = j (TT.TT+ii.ii) = K'-^^jb 

Jl 

= \ (TT.TT+ii.ii) = Jiajb 



+TT.ii+ii,ii) = 2Kiajb 

K2 = \ (TT.TT-ii,u) = 0 

h 

= \ (TT,TT-tt,u) = 0 

K2 = 

1 

2 

(n.TT-ii.TT 

K3 = \ (TT,TT-ii,ii) = 0 

h 

= { (TT.TT-ii.ii) = 0 



+TT.ii-ii,u) = 0 

A4 = 5 (TT.TT+ii.ii) = K[^^jb 

h 

= \ (TT.TT+ii.ii) = Jiajb 

A3 = 

1 

2 

(n.TT+ii.TT 

Ag = 1 (iT.Ti+Ti.iT) = K\^^jb 

h 

= 5 (Ti.Ti+iT.iT) = Jiajb 



-TT.ii-ii.u) = 0 

K = k (j-T.Ti-Ti.iT) = 0 

h 

= 5 (Ti.Ti-iT.iT) = 0 

A4 = 

1 

2 

(n.TT-ii.TT 

A7 = 1 (n,iT-iT,Ti) = 0 

h 

= 5 (Ti.Ti-iT.iT) = 0 



-TT.ii+ii.ii) = 0 

Ag = - | (iT.U+n.it) = 

h 

= 5 (Ti.Ti+iT.iT) = Jiajb 


Les matrices K'tajt et Jjajt sont done bien bloc-diagonales, et on construit les matrices 

A', et B vues equation (2.6.5). 
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Contributions triplets 


C,2 Contributions triplets 

On veut montrer ici que des contributions triplets n’apparaissent que dans le cas de figure de la 
RPAx-II. Rappelons I’equation generate des energies RPA AC-FDT : 


1 /■' 1 ^ 1 ^ , H 

£, = - da tr -(A' + B)Q, + -(A' - B)Q-‘ - A' , (2.4.22) 

V d/x d/x J 

oil les matrices Q„ (et M„) sont definies aux equations (2.4.27) et (2.4.25). On rappelle que les 
matrices sont construites dans un cadre simple-barre ou double-barre ; direct-RPA ou RPA-echange. 
II est clair que les formulations simple-barre ne font pas emerger de contribution triplet (les matrices 
^A'’ et ^B' sont nulles). Pour le cas des formulations direct-RPA, on a : 

3MdRPA = (e + Q,o - aOp (s-haO-h aO) (s-haO- aO)i (C.2.1) 

et: 

3QdRPA = (e + Q,o - aO) I (e^)"' (e -t aO - aO) s = 1 (C.2.2) 

Ce qui mene a ecrire la contribution triplet de I’integrande de I’equation (2.4.22), dans le cas 
direct-RPA (independamment de la construction simple-barre ou double-barre des matrices A' et 
B): 


t (A' -I- B) -H t (A' - B) - A' = 0 


(C.2.3) 


Ainsi, en effet, seule la combinaison de matrices constmites dans un cadre RPAx-II font emerger 
des contributions triplets. 
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Annexe D 


Derivations pour les orbitales localisees 


On derive ici tout ce qui est necessaire aux developpements concernant les POO dans 
le manuscrit, c’est-a-dire que Ton ecrit: les dilferentes procedures iteratives pour calculer 
les matrices T selon le niveau d’approximation (approximation des excitations locales, 
moyenne spherique), les objets qui emergent lors de I’expansion multipolaire des integrates 
bi-electroniques, et les elements de matrice de Fock dans la base des POO. 


D,1 Resolution iterative des equations de Riccati locales 

D. 1.1 Equation de Riccati dans la base des POO 


Du fait de la non orthogonalite des POO et la stmcture non diagonales de la matrice de Fock, 
le schema de resolution habituel des equations de Riccati doit etre revu. On separe dans (3.5.10) les 
contributions des paires i j pures, et les contributions d’autres paires ik ou kj : 


R'i = RJ + (f - y;.,s + A"') T'^S + ST'' (f - Sfjj + A'") 

- Yj fikST'‘^S - Yj ST'^Sfkj + Yj A"'*'T*^S + Yj ST'^'A'*'^ + ^ = 0 (D.1.1) 

k'^i k-^ j k^i ki^ j kl 

Dans ces equations, on ne pent pas traiter les termes impliquant la matrice que Ton va 

diagonaliser en utilisant la matrice X solution du probleme aux valeurs propres generalise fX = SXe. 
On va done ecrire des objets tels que, par exemple, XTX : j’attire I’attention du lecteur sur le fait 
que cette transformation n’est pas un retour vers les orbitales virtuelles VMO. On a : 

fpoo = V'fvMoV c’est-a-dire: fpoo(V) * = fvMO> (D.1.2) 






Annexe: Derivations pour les orbitales localisees 


oil la relation qui lie (V) * et V n’est pas evidente (V n’est pas une matrice oithogonale). La trans¬ 
formation avec la matrice X s’ecrit: 


(D.1.3) 

oil les orbitales 'a ne sont pas les orbitales virtuelles VMO, mais des orbitales virtuelles pseudo- 
canoniques qui diagonalisent la matrice de fock virtuelle exprimee en POO. Ainsi, on transforme 
les equations de Riccati dans une base d’orbitales virtuelles pseudo-canoniques qui diagonalisent la 
matrice fpoo, et ce separement pour chaque paire [/ j]. 

On multiplie done a gauche par X^ et a droite par X : 


X+R'-'X = X+B'^X + (X^f - fiiX^S + XU"') T'-'SX + X+ST'-' (fX - SXfjj + A'"X) 

- Yj fikX^ST'‘^SX - X^ST'^SXfyj + ^ X^A'*T*^-'SX -t ^ X^ST'*A'*^-'X 

ki^i ki^i ki^j 

+ ^ X^ST'*B*^'t'-'SX = 0 (D.1.4) 

kl 

On applique I’equation aux valeurs propres, ainsi que les relations I = SXX^ = XX'S, pour 
obtenir : 


X^R'^'X = X^B'-'X + (e - ful + X^A'''x) X^ST'-'SX -t X^ST'-'SX (e - fjjl + X^A'"x) 

- Yj fikX.^ST'^-'SX - X^ST'^SXfkj + Yj X^A"*^XX^ST*^SX + ^ X^ST'*SXX^A''^^X 

k'^i k^ j ki^i k^ j 

+ Yj X^ST''^SXX^B*='XX^ST''SX = 0, (D.1.5) 

kl 

qui peut s’ecrire de maniere plus compacte : 

r'^ = b'^ -h - ful + A^") t'-' + t'-' - fjjl + A^" j 

- 2^T A' T ■ + 2^T A' ■' + 2^T B T' = 0, (D.1.6) 

k^i k^ j k^i k^ j kl 

oil I’on a introduit les notations : 

r ' = X R'^X 

A^'' = X^A'‘-'X 

-U . (D-1-7) 

B =X B'X 

T ■' = X^ST'-'SX 

On resout I’equation (D.1.6) par la formule iterative : 
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Resolution iterative des equations de Riccati locales 


'ab 


+ AK 

ab 






(D.1.8) 


ar'^ (t) 


est: 


AR'''(t) = -+ A'' +B T-' (D.1.9) 

k^i j k^i k^ j kl 


Apres convergence, les amplitudes obtenues peuvent etre transformees vers la base POO d’ori- 
gine par la simple transformation T'-' = XT en etfet on a : 


T'^' = (X^S) ‘ t'-' (SX)-^ = S“'(X'^r'T'^X“‘S“‘ = XX'^(X'^r‘T'''X“'XX'^ = XT'-'x'^ (D.1.10) 

En fait, I’energie de correlation peut tout a fait etre obtenue sans transformation, par exemple : 


^ tr |k''t'^| = ^ tr {X^K'^XX^ST'^'SX) 

ij ij 

= _^tr{K‘-'S-'ST‘-'SXX^) 

ij 

= _^tr{K‘-'T''-'SS-‘) 

ij 

= ^tr{K'-'T'^) (D.1.11) 

ij 


D. 1.2 Equation de Riccati dans le modele des excitations locales 


Pour ce qui est de la resolution des equations de Riccati dans le modele des excitations locales, 
equations (3.5.15), le meme raisonnement aboutit au meme genre de procedure : 


b\ + ARi~ 

ab ab 


\ 


l + l 


+ A'ii] 

bb/ 


(D.1.12) 


oil cette fois : 
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et: 


AR'-' (t) = Yj + 

Ui 


T + B T'', 

k^j kl 


(D.1.13) 


t'-' = X'^s"T'-'s"X 


(D.1.14) 


Les amplitudes trouvees peuvent etre retransformees dans la base POO comme precedemment. 


D.1.3 Equation de Riccati dans 1’approximation des moyennes spheriques 


Quant aux equations trouvees dans le cadre d’approximation avec moyenne spherique, (3.5.28) : 
elles peuvent etre resolues directement, i.e. sans transformation pseudo-canonique. On trouve la 
procedure d’iteration suivante : 


T’O (^) _ 


Aij + Aj, 


(D.1.15) 


- fris's^ + - 3sJL^l, (D.1.16) 

et ou les seules quantiles necessaires sont les moyennes spheriques s' et f ainsi que les tenseurs 
dipole-dipole L'A On a : 

AR'>(T) = i Yj s'sjsVT'^J - T'-' + | ^ - 3^'T'-'La"^,. 

k^i diag k^j diag 

+ A ^ (D.1.17) 

kl 


D,2 Expansions multipolaires 

D.2.1 Generalites 


On ecrit les expansions multipolaires des integrales bi-electroniques en choisissant les centroides 
des orbitales occupees D' et comme centres d’expansion. On denote le vecteur connectant les 
centres d’expansion par R'-' de sorte a ecrire, pour deux points quelconque r' et autour de D' et 
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Expansions multipolaires 


: R = r' - r-' = (r' - D') + R'-' - (r-' - D-'j. On ecrit la double expansion de Taylor de I’interaction 
longue-poitee : 


(D.2.1) 


ou les definitions de L'd, L'^^, etc... sont evidentes. Par exemple, pour L = erf(///?)//?, on a : 


l:/(R) = - ^ (l - (D.2.2) 

|erf(;//?) - (l + 

- ^ (D.2.3) 

En se rappelant que le tenseur de I’interaction Coulombienne pleine portee s’ecrit - 

on pent ecrire sous une forme alternative qui montre bien la contribution amortie de I’in¬ 
teraction dipole-dipole : 


(erf(P«) - (l + (D.2.4) 

La trace du produit de deux tenseurs de second ordre (que I’on utilisera au moment de deriver 
des coefficients Ce approximes, voir section 3.5.5) s’ecrit alors : 


T'J r‘J = _ 




HR (3 -I- 4f?R^ + 2fi‘*R^) (3 -t 2f?R^) ed(j.iR) 


3n 


3 ^/7T 


+ ed(jjRy 


(D.2.5) 




D.2.2 Integrates Coulombiennes 


Lorsque Ton veut ecrire Texpansion multipolaire des integrates de type on est amend a 
ecrire : 


= {ij\manj3) = (/|ry|7) L(m|r„ (l - p) r<5 (l - p) r^|«) (D.2.6) 

Ces integrates representent T interaction entre des densites provenant de sites eloignes les uns des 
autres : on ne doit considerer comme non nuts que les elements {ii\iaifij ■ 
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75 ^ = {i\r^\i) {m\f, [l-p)r,{l-P) rp\m) (D.2.7) 

Le deuxieme bra-ket s’ecrit: 

{rr^fa (1 - P] h (1 - P] ri}\m) = l^m\fJsfi}\mj - ^ {m\fa\k) {k\hri3\m^ - ^ {m\fah\k) {k\fi}\nPi 

k k 

+ ^ {m\fa\k) {k\rs\l) 

kl 

= l^m\rc,fs'ri}\nPl - {Mfa\m)(^m\rsrfi\rrPj - {m\rafs\m) 

+ {m\ra\m) {m\fs\m) , (D.2.8) 

oil on neglige les elements hors diagonaux de (m|r„|A:), qui sont d’une ceitaine maniere minimises 
dans une localisation selon Boys. On se souvenant que D'^ = on a : 


[{m%hh\m) - ly^ {m\fsrf}\m) - <m|r,r,|m) (D.2.9) 

On va done ecrire la matrice A' dans 1’approximation des excitations locales : 


oil je deiinis les matrices : 




(D.2.10) 


^Aa/3 = ^ X {{m\fahfp\m) - {m\rsrfj\m) - {m\rars\m} , 

yS 


(D.2.11) 


qui incluent par soucis de brievete l’« intermpteur » qui sert a passer d’une formulation dRPA a une 
formulation RPAx. On veut, en donnant ce nom La, mimer I’objet Lb qui emerge dans la derivation 

deB. 


D,3 Elements de la matrice de fock 

II nous faut expliciter les elements de matrices dans la base des POO, e’est-a-dire les elements 
. On pent facilement ecrire : 


fpoo = V%MoV, (D.3.1) 

qui implique explicitement le bloc virtuel/virtuel de la matrice de fock. On prefererait exprimer tons 
les elements de matrices avec des orbitales occupees, on procede done d’une maniere alternative, en 
ecrivant: 
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Elements de la matrice de fock 


{^c\f\ii3) = {\fa (l - P)f[l - P) r/;|7) 

= {i\raffii\i) - Ai (D.3.2) 

kl 

Le triple produit d’operateurs est transforme selon : 

rafr/s = f] rn + r„ [/, r;?] + fraf/i + faf-pf) (D.3.3) 

I_I I-1 

{a) (b) 

Pour ce qui est du terme (b) dans I’equation (D.3.3), on utilise la completude de la base et le 
theoreme de Brillouin local pour ecrire les elements de matrice : 


{i\ffafp\j) = {i\f\p){p\rarp\j) = fik{k\farp\j) 
et: 

{i\rarpf\j) = (i\rarp\k'j fkj (D.3.4) 

D’une maniere generate (avec un operateur d’echange non local), le commutateur de I’operateur 
de position avec la fockienne trouvee dans le terme (a) est: 

[h, /] = I V2] + [r„ k] = \V, + [r„, k\ , (D.3.5) 

c’est-a-dire que les contributions des deux commutateurs dans I’equation (D.3.3), (a), sont: 

(a) 5 (V„f )5 - + ([r„, .^] 1)5 - .^]) (D.3.6) 

Si Ton utilise la definition de Techange non local: 

LMO . 

k=J] dr' 0*(r')tv(r,r')P<^r(r'), (D.3.7) 

k 

on ecrit les elements de matrice suivant: 

LMO 

{‘\rak\j)= Yj // dYdr'(p*{r)f^{r')raW{r,r')^k{r)<pj(r') 

LMO 

= Yj 

k 

et: 

LMO 

(i\kra.\j) = Y r')\kj} (D.3.8) 

k 
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Muni de la relation canonique (i^arp - on exprime I’element de matrice de (a) 

(equation (D.3.6)) sous la forme simple : 

LMO 

\6ai}5ij + ^ (il^w(r, r') ((r^ - (rp - (D.3.9) 

k 

On obtient done finalement: 


l^iVlW 

+ 5 Yj *■') “ ^’c) {^p - ^'p))Yi) 

k 

+5 X fkj) - Y 


(D.3.10) 


On pent negliger le commutateur d’echange dans un premier temps. Une bonne maniere de la 
trailer pourrait etre d’utiliser la meme approximation multipolaire que pour les integrales bi-electro- 
niques. 
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Annexe E 

Derivations autour de 1’approximation EED 


Ici on montre les details des derivations liees aux developpements de 1’approximation 
EED. On remontre notamment, suivant deux points de vue complementaires, le lien qui 
existe entre le commutateur de I’hamiltonien avec I’operateur densite et la densite de cou- 
rant. Une discussion courte permet de faire le pont entre cette expression du commutateur 
et celle qui est vue dans les developpements faits par d’autres dans I’espace reciproque. 
Finalement, on montre que les numerateurs qui emergent dans les procedures EED sont 
bien des regies de somme. 

E,1 Theoreme Hyperviriel 

Pour montrer la version du theoreme hyperviriel que Ton utilise ici, il sulSt d’appliquer les 
definitions de «Q.(r) et '■ 

= {a\ h(r) (£„ - Eq) |0) 

= {a\ Hh(r) - h(r)H |0) 

= <a|[H,«(r)]|0), (E.1.1) 

la ou : 

= <0| n(r) (Eq - £„) \a) 

= (0| Hh(r) - h(r)H \a) 

= <0| [H,h(r)] |a) 


(E.1.2) 





Annexe: Derivations autour de I’approximation EED 


E,2 Lien entre commutateur et densite de courant 

On voit emerger, equation (5.3.5), le commutateur |h, «(ri)j. Les operateurs de potentiel com- 
mutent avec la densite, ainsi seule la paitie energie cinetique de I’liamiltonien contribue. On ecrit: 

[W,«(ri)] = - ^ [Vr, • Vr„d(ri - r,)] (E.2.1) 

i j 

On utilise dans la suite Fidentite des commutateurs [AB, C] = [A, C] B A [B, C], c’est-a-dire : 

[Vr, • Vr,, (5(ri - r,)] = [Vr,, d(ri - r,)] • V^, + V^, • [v^,, (5(ri - r,)] (E.2.2) 

II est facile alors de montrer que le terme bi-electronique {i + j) ne contribue pas : le commuta¬ 
teur que Ton trouve ici a droite, applique a une fonction test, produit: 

[Vr,, d(ri - r,)] /(r,) = V^, (d(ri - r,)/(r,)) - (5(ri - r,)Vr,/(r,) = 0 (E.2.3) 

Le meme commutateur dans le cas mono-electronique(! = j) donne en revanche : 


[Vr„ (5(ri - r,)] /(r,) = (Vr,d(ri - r,)) /(r,-) + d(ri - r,) (Vr,/(r,)) - (5(ri - r,) (Vr,/(r,)) 

= (Vr,d(ri-r,))/(r,) (E.2.4) 

Une chain-rule permet d’echanger les variables de derivation, selon Vr,(5(ri -r,) = -Vr,(5(ri -r,), 
pour ecrire la contribution mono-electronique de 1’equation (E.2.1) : 

Z Z - Vr, • Vr,(5(ri - r,-)) 

i i 

= ^Vr, • J] {(5(ri - r,) • Vr, + Vr,,5(ri - r,)), (E.2.5) 


ou Ton reconnait en effet les elements de la densite de courant j(ri) = ^{(5(ri - r,) • Vr, + 

i 

Vr,d(ri - r,)), ainsi: 


[H,«(ri)] = iVr, • j(ri) 


(E.2.6) 


Cette equation pent etre consideree comme la forme operateur de 1’equation de continuite de 
mecanique quantique. 
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Lien entre commutateur et densite de courant: point de vue des elements de matrices 


E,3 Lien entre commutateur et densite de courant: point de vue des 
elements de matrices 

On met au jour la relation entre le commutateur et la densite de courant d’une autre maniere : 
en s’interessant a leurs elements de matrices. Cette demonstration alternative est complementaire et 
permet de comparer ce resultat au resultat derive dans I’espace reciproque par Berger et. al. (voir 
section E.4). 

E.3.1 Elements de matrice du commutateur 


On va utiliser dans la suite les relations suivantes concernant la fonction Dirac et ses derivees 
(dans les formules generales de gauche, les jc, sont les zeros de la fonction g): 

J dx f{x)5{g{x)) = P^- • J “ L) = /(ri) 

I dx f{x)5^-\g{x)) = en part. : J dr^ - r,) = (- l)'‘/''’(ri) 

(E.3.1) 

On cherche a ecrire les elements de matrices de la partie mono-electronique du commutateur de 
I’operateur energie cinetique avec I’operateur densite, c’est-a-dire que Ton cherche a expliciter les 
objets : 


C, 


4 f [V?,,<5(ri - r,-)] 0^(r,) 


2 „ 

En developpant le commutateur et en utilisant la derivee d’un produit, on obtient: 


(E.3.2) 


C 


1 


1 


J- 2 I <^p(r,)Vr/(ri - r,>^(r,) + - j drj 0p(r,)(5(ri - rj)V,.0^(r,) 

^ I drj ipp(rj)[vl6(ri - rj))(f>^(rj)-^2 J drj (/>p(rj)[Vr^d(ri - rj))[v,.(f>^(rj)) 


( 1 ) 


(2) 


- ^ y dvj (f>p{rj)5{ri - r,-) (vj,^^,(r^)) + ^ J dvj (/>p{rj)5{ri -Vj) (Vr,0,(r/)) (E.3.3) 

Les deux derniers termes s’annulent; vues les relations (E.3.1) concernant les derivees de la 
fonction de Dirac, le premier terme donne : 


(l) = -^(-l)' {V^, (<^^(r,)0,(i 


(E.3.4) 
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et le deuxieme : 


(2) = -\ 2 i-l) {Vr^. (0p(r,)(Vr^<^,(r,)) 

= {(^rj0p(r;)) (Vrj0g(ry)) + ^p(ry) 

si bien que les elements de matrice du commutateur s’ecrivent: 


(E.3.5) 


(p|[H,«(ri)]|^) = ^ {0p(ri)(v?_0^(ri)) - (vj,0p(ri)) 0^(ri)} 


(E.3.6) 


E.3.2 Hements de matrice de la densite de de courant 
Cherchons d’abord a retrouver les elements de matrice de I’operateur densite de courant: 

J(ri) = -^Yj 

J 

c’est-a-dire cherchons a travailler les objets : 

y, = 4 /*, Mrj, (Sir, - r,)v„ . V„^<r, - r,)) (E.3.8) 

De la meme maniere que precedemment, le developpement de derivees d’un produit et I’utilisa- 
tion des relations (E.3.1) concemant les derivees de la fonction de Dirac donnent: 

- i /*, ^„(r,)(v„8(r, - r,))^,(r,) - i /*, ^„(r,Wr, - r,)(v„^,(r,)) 

= -i (Vr,0,(r,)))L^ + ^ {(Vr,0p(r,)) <^,(r4}L_ + ^ {^^r,) (v./,(r,))}L_ (E.3.9) 

On retrouve finalement 1’expression bien connue : 

(pljCri)!-?) = ^ {(Vr,0p(ri))(^<,(ri) - 0p(ri) (Vr,0^(ri))} (E.3.10) 
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Commentaire sur I’espace reciproque 


Quant a demontrer le lien entre les elements de matrice du commutateur et de la densite de 
courant, on volt que : 

*Vr.j(ri) = ■ (d(ri - + Vr/(ri - r,)), (E.3.11) 

dont les elements de matrice s’ecrivent (tout simplement a partir de I’equation (E.3.10)) : 



{(Vr,^p(ri)) (pqiTi) - 0p(ri) (Vr,0^(ri))} 


qui est I’equation (E.3.6). 


-\[ (V?,0p(ri))(^<,(ri) + (Vr,^p(ri)) (Vr,0^(ri)) 

- (Vr,0/,(ri)) (Vr,0g(ri)) - (pp{X\)(yl^(pq{Yi)) } 

(E.3.12) 


E,4 Commentaire sur I’espace reciproque 


Au cours de derivations de 1’approximation EED dans I’espace reciproque, Berger et. al. [194] 
sont amends a ecrire une equation similaire a notre equation (5.2.5), et qui s’ecrit: 


Q'”(ki, k2; , k2; m) = ^ ^ 


PcvXki)(c|[/?,e '■‘‘-■'■'jlv) + h.c. 


0) - + irj* 


(E.4.1) 


oil je montre une version partiellement « traduite » vers nos notations. Les sommations sur les etats 
de valence v et de conduction c correspondent a nos sommations sur les etats occupes et virtuels. Le 
commutateur a travailler ici est le meme que celui qui a ete travaille dans les sections precedentes : 
traduire I’equation (E.3.3) en espace reciproque donne (se souvenir que les deux demiers termes 
s’annulent): 


■/2 = -^y J cir,-^,(r,) (v„^v(r;)) 

k2 I . 

= yPcv(k2) + (*^'-,)|v) • kj 


(E.4.2) 


Ainsi I’equation (E.4.1) s’ecrit-elle : 


Q™(ki,k2;m);r(ki,k2;m) 


1 V fi PnX*^l^Pg''*^^2) 
2 U 2j^"'«-av + iV 


1 ^ p:v(ki) {c\e ('Vr,)|v) • k 2 + h.c. 

2 0) - Q„, + it]+ 

\) r L I » 


(E.4.3) 
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La division par;^^ va faire emerger le terme Q vu equation (7) de la reference [194] (I’apparition 
de kj/2 est un effet du terme +h.c. dans I’equation (E.4.1)). Cette manipulation n’est possible que 
dans le contexte de I’espace reciproque, oil la derive seconde de I’exponentielle laisse une expression 
de I’element de matrice densite intouchee par une derivation, ce qui permet de reformer la fonction 
X- II semble (voir sections precedentes) que pour former la densite de courant Ton ait besoin des 
deux termes de I’equation (E.4.2). Ainsi I’objet appele dans I’equation (9) de la reference 

[194] n’est pas la densite de courant. 


E,5 Regies de somme 

On cherche ici a confirmer les liens entre les numerateurs des equations (5.2.3), (5.2.6) et (5.2.8), 
c’est-a-dire entre ^ «Q,(ri)«Q,(r 2 ), ^ na(ri)nQ,(r 2 )Qa, et ^ na(ri)na(r 2 )Qa^a et les regies de som- 

o'^O Q'^0 a^O 

mes, que Ton peut definir de la maniere suivante (voir [247] et surtout [248]) : 


5*:(ri,r2) = ^0*+‘«„(ri)«„(r2), 

a 


(E.5.1) 


et deriver (voir toujours reference [248]) : 


■§2r-i(ri,r2) = (-!)*" <%)(ri)%)(r2)) 

52/i(ri,r2) = -(-l)*'<«(t)(ri)M(i+i)(r2)-%+i)(ri)n(*.)(r2)), 

oil n(i:)(ri) est un commutateur defini de la maniere suivante : 


I n(0)(ri) = «(ri) 

\ %)(ri) = [f/,«(n)(ri)] 


c’est-a-dire: %)(ri) = [w, [w, [..., [A,«(ri)]]]] 


(E.5.3) 


Appliquer ces formules pour nos besoins donne : 


5_i(ri,r2) = {fi(ri)h{r2)) 

(E.5.4) 

5o(ri,r2) = ^ («(ri)[77,n(r2)] - [f7,«(ri)] «(r2)) 

(E.5.5) 

5 i(ri,r2) = -([77,«(ri)] [i7,«(r2)]) 

(E.5.6) 


Ce qui a ete fait ici est une application stride des regies de somme telles qu’on les trouve dans les 
references citees plus haul. Dans notre cas de figure, la sommation n’inclut pas I’etat fondamental. 
On definit done en fait: 
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Regies de somme 


5_i(ri,r2) = <n(ri)«(r2)) - «o(ri)no(r2) = {6h{ri)6h{r2)) 

'S’o(ri,r2) = ^ («(ri)[7?,«(r2)] - [H,h{rx)\h{r2)) (E.5.7) 

5'i(ri,r2) = -([77,«(ri)] [7J,«(r2)]), 


ou Ton utilise «(ri)j^ = 0. Passer de ces relations aux equations (5.3.2), (5.3.6) et (5.3.9) est 
aise, et montre que les numerateurs qui emergent dans une procedure EED sont bien des regies de 
somme. 
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Annexe F 


Details des equations du gradient RSH-RPA 


Dans cette Annexe sont explicitees les equations principales impliquees dans la deri¬ 
vation du gradient de I’energie RSH-RPA. Mise a part la derniere section, toute 1’Annexe 
consiste a deriver les conditions stationnaires de tons les elements du Lagrangien par rap¬ 
port aux coefficients orbitalaires. En particulier, la derivation des termes lies a la fockienne 
courte- et longue-portee font tout I’interet de notre formulation, qui montre naturellement 
un parallele remarquable entre les deux derivations. 

Au cours de la derivation des conditions stationnaires des termes lies a la fockienne 
courte-portee par rapport aux coefficients orbitalaires, des notations inedites sont intro- 
duites, qui permettent un traitement tres general des termes derivant de la fonctionnelle 
d’ echange-correlation. 

L’objet de ces sections est principalement de deriver les conditions stationnaires du Lagrangien 
de I’equation (6.3.7) par rapport aux coefficients orbitalaires. Une modification des orbitales mole- 
culaires pent s’exprimer comme une rotation des coefficients C : 


\p) = \p} devient au premier ordre : 



(F.0.1) 


Autrement dit, les coefficients subissent la transformation 


c ^ c + cv 


(F.0.2) 


On cherche done a obtenir ici: 


i9V v=o 


(F.0.3) 
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pour tous les termes A du Lagrangien. Pour certains de ces termes, on derive directement 1’equation 
(F.0.3) (voir section F.3). Dans d’autres cas il est plus simple de considerer une expansion au premier 
ordre en V : 


A(C) = A(C) + — V = A® + A“^ (F.0.4) 

v^o oV v-»o 

On atteint alors la derivee de ces termes par rapport a une modification des coefficients en consi- 
derant A*^*^ (voir sections F1 et F.2). 

J’attire I’attention du lecteur sur le fait que, particulierement dans cette Annexe, j’utilise exten- 
sivement la convention de Einstein concernant les indices implicitement sommes. 


El Integrales bi-electroniques 

Considerons une integrale bi-electronique quelconque {pq\rs). On cherche a ecrire une expres¬ 
sion des integrales bi-electroniques calculees avec des orbitales ayant subi une rotation C = C + C V. 
Le developpement en serie par rapport a V de {pq\rs) est: 


{pq\rs) = C^pCy^(pv\pa-)ClpCl^ 

= [Cpp + Cp,V,p) [Cy, + C„F„) {pv\pcr) (c^ + Vlcl) {cl + 

= {pq\rs) + V,p {1q\rs) + V,q (pt\rs) 

+ V,r {pq\ts) + {pq\rt) + OiV^) (F.1.1) 

On travaille dans la suite avec les integrales (K),^ = {ii\ab) ; le raisonnement est inchange 

pour les integrales de type K' et J. Les integrales bi-electroniques apparaissent toujours dans le 
contexte d’une trace avec un autre objet, c’est-a-dire dans des sommations du type XjajbKjh ia : nous 
travaillerons directement sur I’expansion de ces traces. Les termes du premier ordre des traces sont: 

/ * 

[XiaJbXjb^iaJ — Xi^ jbVfj -I- Xi^jb^ti 

Xjajb^tb t" Xia jbYfa 

= XiajbVtj {ti\ba} + XjbjaVtj {it\ab} 

XjdJbYib + XjbjaYfb 

+ {X + X\^^j,b{ji\ta}, (F.L2) 

oil c’est en echangeant les indices de sommations ia et jb des deuxieme et quatrieme termes que 
Ton passe de la premiere a la deuxieme ligne, et ou ce sont les proprietes de symetrie des integrales 
bi-electroniques qui permettent de passer de la deuxieme a la troisieme ligne. Un effort pent etre fait 
pour reecrire la derniere equation avec la stmcture des matrices K, en se souvenant que I’indice t 
court sur les orbitales occupees (k) et virtuelles (c) : 
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Fockieime longue-portfe (et double comptage) 


( * f’ 

jbja I 


v;&.. (X+(X+ 

+ Cx*. (X + (X + 


= V';|K,X + X>|,^.+ v;(K.X + X>|^^ 

+ I'i |E. X + X’ |k. X + X* , (F. 1.3) 

oil j’utilise la notation {U, U), vue equation (6.3.6), d’une soite de « trace incomplete » qui depend 
encore de deux indices parmi ceux qui composent les super-indices de deux matrices X et Y : 


{X,Y)„, = X,a,fey,,,,b 


(F.1.4) 


Remarquer que la notation K est utilisee pour signifier un terme qui provient de I’expansion de 
K, mais ne respecte plus sa stmcture de type ia, jb (on a, aussi: K' et J). 

En supposant que X est hermitien, on obtient I’expression finale du terme de premier ordre de 

I’expansion de (XKl : 



= 2v; {K, X),,. + 2Vl {k, x}^^ . + 2Vl {k, x}^^ 


+ 2Vl{K,XU 


(F.1.5) 


F,2 Fockienne longue-portee (et double comptage) 

On veut deriver 1’expression de 


LR^‘^ = 





(F.2.1) 


On a done besoin des expansions de h et g 
Fe terme de premier ordre d’une expansion de 


LR dans le contexte d’une trace avec un objet X. 
(Xh) est simplement: 


( * 

\^qphpq I 


^qp^ppbpv^ qv 


( 1 ) 


t 


“ ^qpCpt^tpbpv^qv ^qp^pp^Llv^fit^t 

= Vl,(hX),^ + Vl,{hX\, 


(F.2.2) 
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et une expansion du terme a deux electrons 



donne: 




{pr\qs) - -(ps\rq) 


■ Cf^pCyq 


{pp\va-) - - {pa-\pv) 


'-'rp^scr 




+ Xqpdf^V,, 


+ Xqpdf^V,q 


+ Xqpdf^V,r 


+ Xqpdf^V,, 


{tr\qs) - - {ts\rq) 


{pr\ts) - - {ps\rt) 


{pt\qs) - - {ps\tq) 


ipAqt) - - {pt\rq) 


+ O(V^) 


(F.2.3) 


Les deux premiers elements du terme de premier ordre peuvent aisement etre exprimes avec 
gLR Les deux derniers, en revanche, necessitent une manipulation des integrates faisant usage 
de leurs symetries pour faire emerger g^^ [X] : 


^qpVlpdf^ 

^qpV,qdf^ 

df^VrrXlq 

df^V,sXqp 


{fr\qs) - ^ {ts\rq) 
{pr\ts) - ^ {ps\rt) 
{tp\sq) - ^ {iq\ps) 
{^\rp) - ^ {tp\qr) 


= XqpV.pi^^ [d(°>] X),p 

= Xq,V,qg^^ = y;(gL>^ [d®] X\ 

= d^^’Vrrg^^ [x']^^ = y;,(gLR [x^] d<°)),, 

= [X]„ = [X] d(°))„ 


(F.2.4) 


On a tons les elements a present pour ecrire le terme de premier ordre de 1’expansion de la somme 
de la fockienne longue-portee et du double comptage longue-portee : 


174 























Fockieime courte-portee (et double comptage) 


i [d'°)]|j = F;(hX),^ + v;(gLR [d(°^] X),p + [X] d<°>),, 

- iv;(gL" [d^o)]- iyl(gL" [d<°)]d®),, 

+ F;(hx'),, + F;(gLR [d(°>] x\ + v;,(gL« [x^] d(°>),, 

- [dO)] - i v;,(gL" [d^o)] d(°>). 

= v;(f^''x),p + y:,(gL^ [x - d<°^] d<°))„ 

+ ^^(fL'^Xt),, + v;,(gLR [x^ - d®] d®),„ (F.2.5) 

qui s’ecrit, dans le cas d’une trace avec la matrice hermitienne + d*^^^ + z): 

LR^'^ = 2Vl, (d^°> + d^2) + z))^^ + 2Vj, (g^'^ [d^^^ + z] (F.2.6) 


E3 Fockienne courte-portee (et double comptage) 


On cherche a expliciter : 


^SR 

~w 


v=o 




La derivee de la trace de la fockienne s’ecrit comme suit: 


(F3.1) 


QfSR 


^qp 


dVab 


v=o 


=2/ 

A 

=2/ 

AD 'J 


dr 


d ( dF d^A 


dVab [d^Addfl 


X, 


IP 


dr 


d^F d^B 


d^BdU dVab 


Li,=o 
' d^A 


Vab=a 


dd 


r(0) IP 
pq 


■?/ 




d^A dVab 


d^A 


dd] 


m ‘IP 


pq 


(a) 


(b) 


Vab=0 

I 


(F3.2) 


ou les notations ^a et denotent deux dependances (a priori) differentes, c’est-a-dire ou notamment 
represente une derivee de la forme, par exemple djrWiPwp'p’ '' 

On va montrer que cette derivation fait apparaitre, de la meme maniere que dans le cas longue- 
portee, les termes suivants : 


X, 


df, 


dVab 


= 2 (f^'^x) + 2 (W®’^ [X] d(°)) 

\ /ab \ fa 


V=0 


(F.3.3) 
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oil le terme [X] d^°' est le miroir courte-poitee du terme g'^’^[X]d*°' trouve dans 1’equation 
(F.2.6). Pour s’en convaincre il faut deriver attentivement tous les elements des termes (a) et (b). De 
maniere completement generate, j’ecris que toutes les dependances sont des produits de fonctions de 
la densite : 


^ a = y \ =n ’ 


oil sont des fonctions differentes pour ctiaque ^a- Seules les fonctionnelles incluant explicitement 
des orbitales virtuelles ne peuvent s’ecrire de cette maniere. Avec ces notations, on pent ecrire les 
elements du terme (a): 


( 1 ): 


et: 


( 2 ): 


i n^i 


uUpq 

d^A 

d^B 


dV, 


ah 


Vab=0 




oil Ton utilise la derivation suivante : 


(F.3.5) 

(F.3.6) 

(F.3.7) 


E 


dVab 




(F.3.8) 


Dans I’element (1) (equation (F.3.5)), une des occurrences de A^'' est derivee, les autres sont 
laissees inchangees, c’est-a-dire qu’Mwe occurrence de d^^^ est « eliminee » dans ^a- On voit ensuite 
dans (F.3.6) que des termes emergent. Ce sont des versions modifiees de ^a, c’est-a-dire des 
versions oil une occurrence de <7® dans ^a est remplacee par un autre element de matrice densite, 
Xyp. Dans (F.3.7), on voit poindre une stmcture de type nafrf® qui menera in fine a [X]a, df^^ ; 
1’expression tres generate du terme (a) est d’ailleurs : 


{a) = dr 


d^F d^B 


d^sd^A dVab 


v,b=o 


d^A y 
{ 0 ) 


dd] 


pq 


= 2 


dr 


d^F 

d^Bd^A 


fjE'^'W*)n-^’F'“)k 


< 0 ) 
lb ’ 


(F.3.9) 


c’est-a-dire contribue uniquement au terme [X]a, d^°\ 

La derivation du terme (b) est plus compliquee : du a des eifets de « derivation d’un produit», 
il foumit a la fois des elements pour reconstituer le terme f^’^X de I’equation (F.3.3) et des elements 
supplementaires de [X] En eifet, la derivation par Vah se fait soit sur un A^'' « contamine » 
par X, soit sur un A^'' « d’origine », c’est-a-dire que la derivation par Vab va faire sortir soit un X,b, 
soit un d^^^ : 
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Fockieime courte-portee (et double comptage) 


(b) = dr 


dF d 

WA^b 


d^A „ 

\^^pq >'V^fc=0 




Krb—0 n^i 
n^j 




d^A 


+ 2 




du 


n^i 

n*j 


‘^th ’ 

(F.3.10) 


oil on ne fait qu’utiliser le resultat (F.3.8). Dans le premier terme, on voit I’expression de la fo- 
ckienne (voir equation (F3.5)) et le deuxieme terme foumit de nouveaux elements a [X], dont 
r expression finale est: 


[X]„ 




■X V^A^^(O)^ 


AB ij 


ntj 


(F.3.11) 


Considerons a present la derivee du terme de double comptage La derivee 

de la fonctionnelle Hartree-echange-correlation est: 


^ =y [d —^1 

y^o A J ^ lv=0 


(F.3.12) 


En se rappelant que F expression de la fockienne est 
des equations (F.3.5) et (F.3.7) permet d’ecrire : 


f j 9 ^a 




d\ 


2fSRd(0) 


v=o 


(F.3.13) 


Ainsi, en utilisant (F3.3) et (F.3.13), on montre que la derivee du terme de double comptage 
s’ecrit: 


dA^^ 


dVab 


= 2r'^d 


SR .(0) 


2(fSRd(°))^^-2(wS''[d®]d®)^ 


(F.3.14) 
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Annexe: Details des equations du gradient RSH-RPA 


c’est-a-dire annule le terme emerge lors de la derivation de la trace de la fockienne. 

On obtient ainsi I’expression finale pour la derivee de SR par rapport a V : 


.9SR 

~w 


v=o 


2 (d<°> + d'2) + z)) + 2WS'' [d(2) + z] d<°> 


(F.3.15) 


F,4 Un parallele remarquable 


Cette section reprend les resultats derives dans les sections F.2 et F.3 pour mieux mettre a jour 
les similarites dans la derivation des contributions des termes « fockienne plus double comptage » de 
courte- et longue-portee aux equations de stationnarite du Lagrangien. Pour plus de clarte, on definit 
d = d*°^ + d*-^' + z. Dans la partie longue-portee, la derivation du terme fait emerger f^*^d ainsi 

que, par un phenomene d’« interversion », g^*^ [d] d'-^^ L’eifet de la derivation du terme de double 
comptage est d’annuler la partie g^*^ d*°' du terme d’interversion. On a ainsi: 


1 

2 ^ 


((df^'^) + DC^'^) 


v=o 


= fLRd + gLR[d(2)+z]d® 


(F.4.1) 


De la meme maniere, pour la partie courte-portee, le terme fait emerger f^’^d ainsi que, par 

un phenomene d’« interversion » finalement comparable a precedemment, le nouvel objet que j’ai 
appele [d] d*^®^ Le terme de double comptage se comporte de la meme maniere que le double 
comptage longue-portee : il annule la partie terme interverti. On a finalement: 


1 

2 ^ 


((dfSR) + DCS^) 


v=o 


= fSRd + WS^[d(2)+z]d<°) 


(F.4.2) 


Les equations (F4.1) et (F.4.2) sont le miroir I’une de I’autre; les termes g^*^ [X] d*®^ et 
WSR [X] d<°^ sont tres semblables et emergent de I’exacte meme maniere au cours de la 
derivation. Cela montre que je tiens ici une derivation solide du gradient des energies de 
methodes melangeant courte- et longue-portee. 


E5 Lagrangien total 

En observant les equations (F.2.5) et (F.3.15), on pent ecrire : 
5SR -H LR 


d\ 


= 2f (d<°) + d^2> + z) + [d(2> + z] d'°) + 2W®’^ [d'^^ + z] d(°> (F.5.1) 
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Derivee du Lagrangien 


On dispose a present des equations (F.1.5) et (F.5.1) pour ecrire les conditions stationnaires du 
Lagrangien que Ton rappelle ici: 

X = ((d(°^ + z + d<2’) f) + Adc + <KM) + (K'N> + <JO) + (x(C^SC - 1)) , (6.3.7) 

' SR + LR ' 


c’est-a-dire : 


2 ^ 


= f (d<°^ + d^2) + z) + [d^2) + z] d(°) + [d<2) + z] d^°) 

+ {K,M[ + {K',N) + {J,0)+x 


(F.5.2) 


Les expressions des elements de matrice ne sont pas les memes selon la nature de p et q. Les 

elements fp^, d^p^ et d^p^ sont non nuls si et seulement si p et ^ appartiennent a la meme categorie 
d’orbitale (orbitales occupees ou orbitales virtuelles), au contraire des elements Zpq, qui sont non 
nuls si p et ^ appartiennent a des categories d’orbitale differentes. Ainsi et (fd^^^)p^ sont non 

nuls si pet q appartiennent a la meme categorie d’orbitale et (fz)pq est non nul si p et <7 appartiennent 
a des categories d’orbitale differentes. De plus les elements de matrices clotures par d*^°^ ne sont non 
nuls que dans les domaines i j et a j. Etant donnes ces remarques structurelles, les elements de matrice 


s’ecrivent: 

dVpq 



^ =2(fd'2)+fd<°^ 
dV,j '' 

+gLR [z + d®] d® + [z + d<2>] d® 

+ {K,M[ + {K^N) + {J,0| + Jc) 

^=2(fz 
dV,j ^ 

+gLR [z + d®] d(°) + [z + d<2^] d® 

dK.M) + |K'NF|J.OFX 



qK,M) + jr.N|qi.o|+q^^ 



+ |K,M) + {K',Nj + {J,0) + jr') 

/ab 



(F.5.3) 


F,6 Derivee du Lagrangien 

La derive du Lagrangien tel qu’ecrit equation (6.3.7) est: 

J<x) ^ ^ 2 ^ Jj(2)j ^ ^ + (nK'^^>) + (Oj(^>) + (xC^S^^^C) (F.6.1) 

Seule la derivation des termes fockienne plus double comptage demandent une attention particu- 
liere. On obtient, pour les parties courte- et longue-portee : 
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+ ((d^^> + z) (F.6.2) 

LR« = ((d(°> + d(2) + z)h«) 

+ ((id®+z + d'2))^^rf™)(M|r.)LR« 

- i ((id® + z + d®)^^ <)) (F.6.3) 

Les derivees apparaissant dans les termes de longue-poitee (h® et sont connues, il 

nous faut expliciter les derivees de la partie couite-portee, oil les integrales sont evaluees sur une 
grille de point {w^j. Deux termes vont done emerger de la derivation : des termes nontenant les 
derivees de I’integrande et des termes traduisant la variation de la grille avec la modification des 
coordonnees atomiques : 




dU ddf^ 

= ^ ^ (^f ’ + fl) 


W 




,(x) 




d^F 

d^Bd^A 


+ (f.6.4) 


Soit, finalement: 


SR“ = E ^ (d“ + fi)) 


E (d*“ - d”'“ - «<i - E (d”' - a)4’> (f.«) 


d^F 


On pent ecrire, en AO : 


= (d'H^^)) + (d^ + (//vlpcr)^'^® + (xs®) + SR®, (F6.6) 


(D'E, = C,, (d(°) + d(2> + z)^^ c;, = (d(°> + 

{y)\v.,Tp = (|D(°> + D(2) + D® - i (iD<°) + D'2) + z)^^ D® 

(^^)pv,crp = CfikCyjC'^pCl^ (M),„ + C^kCyjCl^Cl^ (N),a,fc + CfikCybC^jpC^^ (0)M,fc 


(X)„y = C^p(x)p^C 


t 

qv 


(F6.7) 
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